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FIGURES  DÉQUILIBRE  ET  COSMOGONIE 

Par  M.  Alex.  VÉRONNET, 

Astronome  à  i'Observaloire   de  Slrasbourg 
chargé  de  cmifcrences  à  l'Université. 


PREFACE. 

Les  travaux  mathématiques,  qui  se  trouvent  résumés  ici,  se 
rapportent  aux  différentes  questions  traitées  par  Henri  Poincaré 
dans  les  Figures  d'équilib/e  d'une  masse  Jluide  et  dans  les  Hypo- 
thèses cosmogoni'iucs.  Ce  sont  celles  qui  se  posent  à  propos  de 
l'équilibre  physique,  de  la  constitution,  de  l'évolulion  et  de  la 
formation  des  astres  et  de  l'Univers.  Ce  sont  bien  les  problèmes 
fondamentaux  de  l'Astronomie  moderno. 

Les  indications  bibliographiques  ont  été  classées  d'après  les  numé- 
ros de  l'ouvrage,  dont  chacnn  traite  un  problème  distinct.  La  biblio- 
graphie complète  du  premier  Chapitre  se  trouve  à  la  fin  du  Tome  4 
du  Traité  de  Mécanique  de  M.  P.  Appell,  celle  du  second  Cha- 
pitre dans  ma  Thèse  de  doctorat  {Journ.  de  Malli.^  i<^\2.). 

Pour  les  trois  premiers  Chapitres  on  trouvera  également  une  biblio- 
graphie assez  complète  dans  l'ariicle  de  S.  Oppenlielm  de  X Encyklo- 
pâdie  der  Malheniatisclien  IVissenschaflen,  B.  VI,  2,21 .  Cependant 
il  ne  dit  rien  de  la  limite  fondamentale  de  l'aplatissement  de  la 
Terre,  déterminée  par  H.  Poincaré,  ni  des  travaux  qui  s'y  rap- 
portent, en  première  et  en  seconde  approximation. 

CHAPITRE  I. 

FiGUKES  d'Équilibre  d'un  liqiidk  homogène  en  kotation. 

Dans  ce  problème,  on  considère  une  masse  fluide  homogène  de 
densité  p,  qui  tourne  autour  d'un  axe  fixe,  avec  une  vitesse  angu- 
laire w,  isolée  dans  l'espace  et  soumise  seulement  à  l'attraction  réci- 
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proque  de  toutes  ses  parties.  Il  s'agit  d'étudier  la  figure  d'équilibre 
relatif  que  prendra  la  surface  extérieure  de  la  masse,  par  rapport  à 
des  axes  tournant  avec  elle,  en  bloc.  On  trouve  des  figures  ellipsoï- 
dales de  révolution,  ou  à  trois  axes,  et  des  figures  irrégulières  déri- 
vées de  ces  ellipsoïdes. 

1.  Les  figures  ellipsoïdales  d'équilibre.  Ellipsoïdes  de  Maclaurin 
et  ellipsoïdes  de  Jacobi.  Formules  générales.  —  Les  formules  d'hydro- 
statique permettent  d'écrire  immédiatement  l'équation  de  l'équilibre 
d'une  molécule  située  à  la  distance  x^y^  z  de  l'origine,  où  la  pres- 
sion est  p  et  le  potentiel  dû  à  l'attraction  égal  à  V, 

(i)  dp  =  p(X  dx  -h  Y  dy  -^  Z  dz)  -\-  iù"^  Ç){x  d.x  -^  y  dy), 

d')  ~  =  f\ -^  '  (Ji'^{x- -^  v"^ ) -^  con%\. 

?        '  '■*' 

Les  surfaces  de  niveau  ou  d'égale  pression  s'obtiennent  en  fai- 
sant/?  constant.  Cette  formule,  déduite  de  l'équation  différentielle, 
suppose  p  et  co  constants. 

La  surface  extérieure  d'équilibre  peut  être  ellipsoïdale.  En  efiet,  le 
potentiel  en  un  point  intérieur  est  alors 

^  ./o       \  »^-^^        6'+^         c'-+->/  v/<p(X) 

(3)  ^(X)  =  (a2_^_X)(62+ X)(c2+ X). 

Les  composantes  de  la  force  d'attraction  sont 

(4)  X  =  /^=-P.r,  P  =  ,T.fabcp  f^ '^^   ^ ,  ..., 

^•^  Jo      (aî-f-X)v/?(X) 

et  des  expressions  analogues  pour  Y,  Z  et  pour  Q,  R. 
L'équation  des  surfaces  de  niveau  devient  alors 

(5)  '  (P  — w2)a72-i-('Q  — w2)  j2^  R22=  C. 

Ce  sont  des  surfaces  du  second  ordre,  homothétiques  et  concen- 
Iriques.  Comme  la  surface  libre  doit  être  une  surface  de  niveau,  ses 
axes  a,  b.  c  doivent  être  proportionnels  à  ceux  de  la  quadrique  (5), 
d'où 

(6)  a'^(P  —  0)2)  =  h^Q  --  co2)  =  c'2R. 

On  obtient   finalement   deux   équations   de  conditions,   qui   sont 
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nécessaires  et  suffisantes  pour  que  la  surface  d'équilibre  soit  un 
ellipsoïde, 

(7)  «—  ^^ >  ^, =  p 

P,  Q,  R  ne  dépendent  que  de  la  valeur  des  axes  a,  6,  c,  ou  du  rap- 
port des  deux  premiers  au  troisième  si  la  masse  est  donnée.  La  vitesse 
de  rotation  est  donc  bien  indépendante  de  la  position  du  point  consi- 
déré et  la  même  partout. 

|ja  première  formule  (7)  détermine  la  vitesse  de  rotation  qui  cor- 
respond à  un  ellipsoïde  donné. 

Dans  la  seconde  formule  ('j)  on  peut  mettre  b-  —  a-  en  facteur, 
d'après  (4  )•  On  aura  deux  solutions,  les  ellipsoïdes  de  révolution  b  =  a 
et  les  ellipsoïdes  à  trois  axes.  Les  ellipsoïdes  de  révolution  sont  assu- 
jettis seulement  à  la  première  condition,  qui  détermine  la  vitesse  de 
rotation  en  fonction  du  rapport  des  deux  axes  ou  réciproquement. 
Pour  les  ellipsoïdes  à  trois  axes,  la  seconde  formule  (7)  détermine 
une  équation  de  condition,  qui  donne  l'un  des  rapports  d'axes  en 
fonction  de  l'autre. 

Les  valeurs  P,  Q,  R  données  pur  (4)  et  portées  dans  (7)  montrent 
immédiatement  que  le  plus  petit  axe  de  l'ellipsoïde  doit  coïncider 
avec  l'axe  de  rotation,  pour  que  «o^  soit  positif. 

Les  ligures  d'équilibre  qui  sont  des  ellipsoïdes  de  révolution  sont 
appelées  ellipsoïdes  de  Maclaurin  et  les  ellipsoïdes  à  trois  axes 
sont  appelés  ellipsoïdes  de  Jacobin  du  nom  des  mathématiciens  qui 
en  ont  fait  la  démonstration. 

2.  Première  discussion.  Vitesse  de  rotation  variable  et  densité 
constante  ou  réciproquement.  —  Pour  les  ellipsoïdes  de  Maclaurin, 
il  est  avantageux  d'introduire  le  paramètre  /  qui  ne  dépend  que  du 
rapport  des  axes.  La  formule  ('7)  devient 

a>2  (3-f-/'')arc  tangZ  — 3/  ,,       a'^—c''' 

(8)  Il  =  ^  =  j- ,  l^=  — — 

La  densité  p  étant  donnée,  cette  f(jrmule  montre  immédiatement  que 
la  vitesse   de  rotation  d'équilibre  to  'dépend  seulement   du    rapport 
(les  axes,  et  non  de  leur  grandeur  ou  de  la  masse  totale. 
Pour  les  ellipsoïdes  à  trois  axes  ou  ]:)Ose 

6-2  c- 

(y)     \  —  c'^x,         i=— ,  f  =  _,  ïi''-—{\^x)(\-\-sx'){\  +  lx) 
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et  les  deux  équations  de  condition  {'^)  prennent  la  forme 
w2  r"  xd.r 

(  I O)  Il  ^   T—   z=  St     l  î::  » 


(u) 


^    r     X  dx  I 

<^(s,t)  =  (i-s-t)  -—--St 


X  dx  .    /  '  "  ar^  dx 


=  o. 


Pour  les  ellipsoïdes  de  révolulion,  il  est  facile  d'étudier  la  varia- 
tion de  h  en  fonction  de  /.  A  partir  de  /  =  o  (cas  de  la  sphère,  où 
l'on  a  A  =  o),  h  croît  avec  /jusqu'à  un  maximum 

/io=  0,224         pour         /o=2,53, 

puis  décroît  et  tend  vers  zéro  quand  /  tend  vers  l'infini  (cas  de  l'ellip- 
soïde aplati  en  disque).  En  prenant  s  comme  variable  (.ç  =  i,  cas  de 
la  sphère)  h  atteint  son  maximum  pour  5y  =  o,i35  et  tend  vers  zéro 
pour  s  z=:  o  et  5  =  i . 

A  chaque  valeur  de  h  correspondent  deux  valeurs  de  /  ou  de  5, 
et  par  conséquent  deux  ellipsoïdes  de  révolution  d'aplatissements 
différents. 

Pour  les  ellipsoïdes  à  trois  axes,  la  formule  (11)  montre  que 
l'équation  de  condition  est  vérifiée  pour  *■  =  o  et  f  =  i,  ou  récipro- 
quement [a  =  00  et  b  =  c,  ellipsoïde  infiniment  allongé  en  forme 
d'aiguille).  Les  paramètres  s  el  l  varient  ensuite  en  sens  inverse  et 
deviennent  égaux,  pour  les  valeurs 

*i  =  ^1  =  0,3396,        /*,  =  0,1871, 

où  les  ellipsoïdes  à  trois  axes  rejoignent  les  ellipsoïdes  de  révolution. 
Ici  chaque  valeur  de  /i  donne,  non  pas  deux  ellipsoïdes,  mais  deux 
valeurs  de  s  et  f,  qui  donnent  le  uiême  ellipsoïde. 

Pour  les  ellipsoïdes  de  Jacobl,  la  vitesse  de  rotation  décroît  tou- 
jours alors  que  s  tend  vers  o  et  ^  vers  i.  Le  grand  axe  tend  vers 
l'infini.  L'axe  moyen  se  rapproche  du  petit  axe.  L'ellipsoïde  à  trois 
axes  tend  vers  une  aiguille  ronde  très  allongée. 

Pour  les  faibles  vitesses  de  rotation,  telles  que  l'on  ait  /i  <!o,i87i 
il  j  a  deux  ellipsoïdes  de  Maclaurin  et  un  ellipsoïde  de  Jacobi,  comme 
figures  d'équilibre  possibles.  11  y  a  trois  figures  limites  pour  une 
masse  sans  rotation  :  la  sphère,  le  disque  infiniment  aplati  et  l'aiguille 
infiniment  allongée.  La  sphère  Seule  est  stable. 

Pour  o,  187  1  <;/<<;  0,224  on  a  deux  ellipsoïdes  de  révolution  el 
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pour  h  >  o,aa4,  il  n'j  a  plus  d'ellipsoïdes  comme  figures  d'équilibre 
possibles. 

Sur  celle  question,  Maclaurin  n'avail  traité  que  le  cas  d'aplatisse- 
ments très  petits.  Simpson  avait  calculé  ensuite  un  tableau  de  valeurs 
successives  de  la  rotalion  et  de  l'aplatissement  d'où  ressortait  un 
maximum  de  la  vitesse  de  rotalion.  D'Alembert  a  établi  et  discuté  la 
formule  en  h,  reprise  par  Laplace.  Ivorj  a  donné  l'expression  de  h 
en  sinus,  forme  des  auleurs  anglais.  Enfin  Liouville  a  fait  la  discus- 
sion pour  les  ellipsoïdes  à  trois  axes. 

Tchebjtcheff  avait  posé  à  LiapounolTle  problème  de  savoir  ce  qui 
se  passerait  si  la  vitesse  de  rolalion  dépassait  sa  valeur  maximum 
(problème  de  Tchebjlcheff).  Il  ne  se  passerait  rien  du  loul.  En  réalité 
ce  qu'on  communique  à  une  masse  dont  on  augmente  la  vitesse  de 
rotation,  c'est  un  moment  cinétique,  une  quantité  d'énergie.  Or  la 
discussion  suivante  montre  que  le  moment  cinétique  n'a  pas  de 
maximum.  L'ellipsoïde  correspondant  au  maximum  de  w  n'est  qu'un 
ellipsoïde  comme  un  autre,  à  partir  duquel  le  moment  d'inertie  croît 
plus  vite  que  le  moment  cinétique,  alors  la  vitesse  de  rotation  esl 
obligée  de  diminuer.  C'est  le  point  de  bifurcation  qui  est  le  point 
vraiment  intéressant.  Du  moins  c'est  l'étude  du  problème  de  Tche- 
bjtchelT  qui  a  permis  à  LiapounolFde  trouver  d'autres  points  de  bifur- 
cation, d'autres  séries  de  figures  dérivées  des  ellipsoïdes. 

3.  Deuxième  discussion.  Moment  cinétique  constant  et  variation 
de  la  densité.  —  Laplace  a  fait  remarquer  qu'au  point  de  vue  pra- 
tique de  l'évolution  des  astres  le  moment  cinétique  reste  constant, 
quand  la  densité  augmente.  11  a  fait  les  calculs  et  la  discussion,  pour 
les  ellipsoïdes  de  révolution,  en  prenant  ce  moment  jj.  =  Iw  comme 
paramètre,  et  Liouville  pour  les  ellipsoïdes  à  trois  axes. 

On  obtient  les  deux  formules  suivantes  pour  les  deux  séries 
d'ellipsoïdes,  de  révolution  et  à  trois  axes, 

La  fonction  k  remplace  l'expression  h  de  la  discussion  précédente. 
L'équation  de  condition  'h  reste  la  même.  Comme  a  et  M,  la  masse. 
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sont  constanis,  on  voit  que  la  densité  p  varie  dans  le  inènie  sens  que  /. 
et  réciproquement.  On  démontre  que  pour  les  deux  séries  d'ellip- 
soïdes cette  fonction  croît  indéfiniment  quand  /  croît  de  zéro  à  l'in- 
fini, ou  quand  s  varie  de  i  à  o. 

Pour  les  ellipsoïdes  de  révolution,  l'aplatissement  augmente  indé- 
finiment avec  A"  ou  p.  La  limite  du  disque  aplati  n'est  atteinte  qu'avec 
une  densité  infinie  ou  un  moment  de  rotation  infini.  On  a  un  ellip- 
soïde et  un  seul  pour  chaque  valeur  de  la  densité  et  de  l'aplatissement. 

La  courbe  des  ellipsoïdes  à  trois  axes  est  aussi  Indéfiniment  crois- 
sante. On  obtient  une  aiguille  indéfiniment  allongée,  quand  la  deusité, 
ou  le  moment  de  rotation,  augmente  indéfiniment. 

Kostka  calcule  que,  pour  la  même  vitesse  de  rotation,  la  ligure 
d'équilibre  de  la  Terre,  en  ellipsoïde  à  trois  axes,  aurait  des  lou- 
gueurs  d'axes  correspondant  à  i,  à  1,002  et  52,445  aiguille  à  section 
sensiblement  circulaire.  Mais  le  moment  cinétique  de  rotation  serait 
26  fois  plus  grand  que  celui  de  la  Terre. 

ï.  Troisième  discussion.  Variation  du  grand  axe  avec  moment  de 
rotation  constant.  -  En  introduisant  le  maïul  axe  (i  au  lieu  de  la 
densité  j'ai  obtenu  la  détermination  de  la  grandeui-  des  figures,  en 
même  temps  que  de  leur  forme.  Ou  a  pour  les  deux  séries 

•('4.)  .  =  _|i_]£:  =  ^/,(,^/.), 

Pour  les  ellipsoïdes  de  révolution  g^  croît  toujours  jusqu'à  -atz,  où 
l'on  a  le  disque  aplati.  Le  grand  axe  décroît  sans  cesse,  mais  jusqu'à 
un  minimum 

i5        a- 


(16) 


3  /  M3 


Pour  les  ellij)S()ïdes  à  trois  axes,  «"  ;=  x,',,  =  1  ,22^  ilécroît  d'abord, 
jusqu'à  _^,  =1,18  j)iiis  croît  indéfiniment.  Le  grand  axe,  à  partir  de 
la  bifurcation,  croît  d'abord  jiis(prà  un  mavimiini,  puis  décroît  indé- 
finiment, ainsi  que  les  deux  autres  axes.  L'aiguille  allongée,  limite 
de  ces  ellipsoïdes,  serait  indéliniment  évanouissante. 

Pour  de  faibles  aplatissements,  le  produit  ae  reste  cvuistaiit.  I ^'apla- 
tissement varie  en  raison  inverse  du  rayon  ecpiatoiuii.  Lu   supposant 
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lu  Terre  et  la  Lune  réunies,  avec  leur  moment  cinétique  total,  l'apla- 
tissement ne  serait  encore  que  de  j^,  de  l'ordre  de  celui  de  Jupiter. 
Le  point  figuratif  serait  très  loin  du  point  de  bifurcation  de  Jacobi. 

Pour  atteindre  ce  point,  il  faudrait  que  la  Terre  se  contracte  de 
plus  de  100  fois  son  rayon,  Jupiter  de  0,7  et  Saturne  de  3,2  fois,  ou 
que  la  vitesse  de  rotation  de  la  Terre  soit  3  fois  plus  grande. 

A  la  limite  de  contraction,  la  Terre  se  réduirait  à  un  disque  de 
9*"", 4  de  rayon  faisant  5,35  tours  par  seconde. 

5.  Les  figures  dérivées  des  ellipsoïdes  de  révolution.  —  H.  Poin- 
caré  et  Liapounolï'  ont  montré,  à  peu  près  en  même  temps,  qu'il  y 
avait,  dans  les  deux  séries  de  figures  d'équilibre,  une  infinité  à^ellip- 
soïdes  critiques ,  qui  pouvaient  se  déformer  en  donnant  d'autres 
figures  d'équilibre  différentes,  dérivées  de  ces  ellipsoïdes  en  ces 
points  de  hij'urcalion.  On  les  appelle  aussi  figures  de  Poincaré. 

Le  problème  est  traité  au  moyen  des  fonctions  de  Lamé,  qui  sont 
une  généralisation  des  fonctions  sphé'Mques  étendues  à  l'ellipsoïde. 
Les  coordonnées  elliptiques  p,  [jl,  v  remplacent  les  coordonnées  sphé- 
riques  /;,  9.  cp.  On  distingue  les  fonctions  R  en  p,  où  chaque  valeur 
de  p  détermine  un  ellipsoïde,  et  les  fonctions  M  et  N  en  p.  et  en  v,  qui 
déterminent  un  hyperboloïde  à  une  nappe  et  un  à  deux  nappes, 
orthogonaux  à  l'ellipsoïde  et  entre  eux.  L'équation  diflérentielle  qui 
détermine  R  donne  également  une  fonction  de  Lamé  de  seconde 
espèce  S. 

On  exprime  au  moyen  des  fonctions  de  Lamé  l'épaisseur,  en  chaque 
point  d'un  ellipsoïde,  d'une  couche  de  déformation  infiniment  mince, 
fjui  transforme  l'ellipsoïde  en  une  figure  voisine.  Cette  couche, 
ajoutée  en  certaines  régions,  retranchée  en  d'autres,  doit  donner  une 
ntasse  nulle.  C'est  l'extension  à  l'ellipsoïde  de  la  théorie  des  sphé- 
roïdes de  Laplace. 

On  exprime  de  même  le  potentiel  de  cette  couche  mince.  Ajouté  à 
celui  de  l'ellipsoïde  il  doit  vérifier  les  conditions  d'équilibre,  dans  le 
cas  des  figures  dérivées.  Les  ellipsoïdes  qui  vérifient  cette  relation 
seront  les  ellipsoïdes  critiques  ou  de  bifurcation. 

I^es  trois  premières  fonctions  de  Lamé,  du  premier  ordre  en  c, 
sont,  avec  les  notations  de  Poincaré, 
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et  celles  du  second  ordre 


,19)  R^=  y/(p2_62^(p2_c2j,  R,  =   p2_a,  K8=p2— a. 

L'équation  de  condition  pour  les  ellipsoïdes  critiques  de  révolution 
s'écrit 

R/,S/c        R|Si 

(20)  ; =    -- -— . 

où  Ra-  est  une  des  2/?  +  i  fonctions  de  Lamé  d'ordre  n. 

Mais  dans  le  cas  des  ellipsoïdes  de  révolution,  ces  fonctions  dégé- 
nèrent en  fonctions  spliériques  et  Ra:  sera  un  poljnome  spliérique  X'j 
d'ordre  n. 

L'épaisseur  ç  de  la  couche  infiniment  mince,  qui  donne  une  nou- 
velle figure  d'équilibre  est  définie  par 

(21)  f  =/uj3Xj;cos/)cp, 

cp  est  la  longitude  et  cosp'f  la  dégénérescence  de  la  fonction  N.  On 
obtient  trois  sortes  de  figures  dérivées.  Pour  y»  =  o  et  n  pair,  ^  s'an- 
nule sur  n  parallèles.  Les  zones  comprises  entre  ces  parallèles  sont 
alternativement  renflées  et  déprimées.  On  obtient  les  figures  à  can- 
nelures ou  figures  zonales.  La  seconde,  /?  =  .-i?  donne  la  figure  de 
l'expérience  de  Plateau,  qui  se  creuse  pour  détacher  un  anneau 
équatorial. 

Pouryy  =  /i,  ^  s'annule  le  long  de  ii  méridiens,  en  produisant  de> 
renflements  analogues  aux  côtes  d'un  melon,  figures  sectoriales. 
Dans  les  autres  cas,  on  a  des  dépressions  et  renflements  à  la  fols  sur 
les  parallèles  et  sur  les  méridiens,  figures  lesserales. 

6.  Figures  dérivées  des  ellipsoïdes  à  trois  axes.  La  figure  piri- 
forme  ou  ovoïde.  —  Les  ellipsoïdes  de  bifurcation  sont  déterminés 
par  les  deux  conditions  suivantes  : 

,      ,  R«S„         R.Si        R.S, 

Pour  chaque  valeur  de  n  il  Ji'y  a  ([u'uuc  valeur  de  R  et  qu'un  ellip- 
soïde qui  soit  solution. 

Cette  équation  transcendante  ne  peut  être  résolue  que  par  des 
développements  en  série,  après  avoir  exprimé  d'abord  S„  <mi  fonction 
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(le  R„.  Ces  calculs  numériques,  longs  el  pénibles,  ont  été  faits  d'abord 
par  G. -H.  Darwin  sur  les  formules  de  Poincaré,  et  par  Liapounoff, 
P.  Humberl  a  donné  une  expression  beaucoup  plus  simple  de  RS  en 
fonction  de  R  (  '). 

L'épaisseur  de  la  couche  de  déformation  est  donnée  par 

où  /„  et  e  sont  des  constantes  et  M  et  N  ont  les  mêmes  racines  que 
celles  de  R.  Les  intersections  de  surfaces  ç  =  o  avec  l'ellipsoïde  cri- 
tique déterminent  les  lignes  de  déformation,  où  la  nouvelle  figure 
s'articule  avec  l'ellipsoïde. 

Le  premier  ellipsoïde  de  bifurcation  se  trouve  pour  n  =  3 

(24)  f^  =  \/p^  -  c2(p2—  a), 

(25)  ^^i^^^f^j::^^  -^  +  -^-0- 

\a  —  a-        01.  —  o^        a  —  c-         / 

Cet  ellipsoïde  de  bifurcation  est  déjà  très  allongé,  car  l'axe  de  rota- 
tion n'est  que  le  tiers  du  grand  axe.  G. -H.  Darwin  a  déterminé  sa 
forme  exacte,  ainsi  que  la  figure  dérivée.  Elles  se  coupent  pour  ^  =  o, 
et  sur  l'intersection,  avec  l'ellipsoïde,  de  l'hjperboloïde  à  deux 
nappes  donnée  par  la  parenthèse  de  {•■io).  P.  Humbert  a  démontré 
que  cette  figure  n'avait  pas  de  points  d'inflexion.  Elle  se  renfle  d'un 
côté  et  s'amincit  de  l'autre.  H.  Poincaré  avait  cru  qu'elle  s'étranglait 
assez  pour  prendre  la  forme  d'une  j)oire,  d'où  le  nom  de  figure  piri- 
fornic.  Elle  a  plutôt  une  forme  ovoïde. 

L'ellipsoïde  critique  suivant,  /?  =  4i  détermine  deux  figures  déri- 
vées, comme  toutes  les  figures  paires,  l'une  en  haltère,  présentant 
deux  rendements  aux  extrémités,  et  une  autre  présentant  deux 
dépressions. 

7.  Lss  limites  de  la  vitesse  de  rotation  et  de  la  force  centrifuge. 
—  Poiocaié  a  établi  le  premier  une  limite  de  l'expression  //,  qui  doit 
être  réalisée  en  toute  hjpotliése,  pour  n'importe  quelle  figure,  que 
peut  prendre  un  liquide  homogène  en  rotation.  Il  faut  />  <  i ,  autre- 


(')  Gliarun  de  ces  auteurs  a  des  noUitions  spériales  et  clissymélriques.  Les  nolatioti.-- 
syméliitiucs  de  Pcincaié  ont  clé  conservées  jusqu'au  bout  dans  les  n°'  83  el  84  de 
iM.  A|ipell  (  Tiuilé  de  AJe(aitUjiie  lulicnneUe,  t.  4). 


10  ALEX.    VÉRONNET. 

ment  la  résultante  des  forces  serait  dirigée  vers  l'extérieur.  Grudeli. 
au  moyen  également  de  la  formule  de  Green,  abaisse  cette  limite  à     • 

La  limite  de  h  pour  les  ellipsoïdes  est  0,224,  fUe  est  -  et  1  pour  1»- 
cjlindre  elliptique.  Lichtenstein  démontre  que  la  condition  de  Gru- 
deli est  toujours  réalisée,  si  la  figure  extérieure  est  convexe. 

Zeipel,  en  faisant  la  diflférence  entre  l'attraction  et  la  force  centri- 
fuge à  l'équateur  des  ellipsoïdes  de  révolution,  établit  que  cette  quan- 
tité reste  positive  si  //  <  4  I  Qi  ce  qui  a  lieu  pour  les  ellipsoïdes. 

J'ai  montré  que  le  rapport  de  la  force  centrifuge  à  l'attraction  est 
toujours  plus  petit  que  i  pour  les  ellipsoïdes  hétérogènes,  aussi  bien 
que  pour  les  ellipsoïdes  homogènes.  La  force  centrifuge  ne  tendrait 
à  égaler  l'attraction  que  pour  les  figures  limites  du  disque  aplati  et 
de  l'aiguille  allongée. 

8.  Stabilité  des  figures  d'équilibre.  —  Aux  poiuts  de  bifurcation  H 
y  a  deux  tigures  d"équllli)re  possibles.  Pratiquement  la  uiasse  optera 
pour  la  forme  la  plus  stable.  La  détermination  de  la  stabilité  indiquera 
donc  la  forme  que  prendra  réellement  le  liquide  en  rotation. 

Le  problème  dépend  d'une  infinité  de  paramètres  et  est  extrême- 
ment compliqué.  Tait  et  Thomson  (Lord  Kelvin)  ont  distingué  la  sta- 
bilité séculaire  ou  permanente  et  la  stabilité  temporaire.  Gette  der- 
nière, ou  stabilité  à  l'instant  /,  serait  permanente  s'il  n'y  avait  pas  de 
frottements,  exemple  la  toupie. 

llsontdistinguéégalementles  forces  posllionnelles,  qulnedépendent 
que  de  la  position  des  points, et  qui  donnent  des  systèmes  conservatifs. 
La   stabilité   y   est   définie    par   le   théorème    de   Lejeune-Dirichlel. 

11  faut  et  il  suffit  que  la  fonction  de  forces  L  soit  maximum.  Si  h- 
mouvement  dépend  de  n  paramètres  q,  il  est  défini  autour  d'une 
position  d'équilibre  par  les  n  équations 

(26)  '7i  =  ^l'/l^  <h.  =  'Mqt.  q"n=^nqn- 

Si  les  a  sont  tous  négatifs,  l'équilibre  est  absolument  stable,  oscilla- 
tions. Si  I  ou  /"  des  a  sont  positifs,  la  position  aura  1  ou  /."  degrés 
d'instabilité. 

Ils  distinguent  encore  les  forces  niotlonnelles  dissipatives,  dirigées 
dans  le  sens  de  la  vitesse,  comme  le  frottement.  Elles  ne  modifient 
pas  la  nature  de  l'équilibre,  mais  amortissent  les  oscillations.  Enfin 
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les  forces  gjroscopiques,  normales  à  la  vitesse,  peuvent  rendre  stable 
un  équilibre  instable. 

Dans  le  cas  du  (luide  t(iurnant  la  fonction  de  forces  est 

(•^•.7)  i)  -=  w-f- -Iw^=  W  +  -  ^'  =  W-+- T. 

Thomson  démontre  que,  dans  le  cas  général,  pour  que  l'équilibre 
soit  stable,  il  faut  et  il  suffit  que  U  soit  maximum. 

Poincaré  remarque  que  dans  le  cas  d'un  fluide  isolé  il  n'y  a  pas  de 
frottement  et  il  montre  alors  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
de  la  stabilité  est  que  U'  soit  maximum, 

(7.8)  lj'=  W— ilw''=W—  i  ^,'  =  W  — T; 

2  2    I 

cette  formule  ne  s'applique  plus  dans  le  cas  de  la  figure  piriforme, 
car  la  déformation  introduit  des  frottements.  Poincaré  donne  une 
autre  condition  applicable. 

LiapounofTa  donné  une  autre  condition  plus  étroite,  qui  détermine 
la  stabilité  par  le  maximum  de  U  =  W  —  y  =  W^  —  2T.  Cette  der- 
nière expression  se  ramène  à  celle  du  théorème  du  viriel  de  Clau- 
sius  2T  +  V,  car  dans  le  cas  de  forces  de  gravitation  \  =  —  W. 

Schwartzschild  donne  une  autre  condition.  De  deux  formes  d'équi- 
libre possibles,  la  plus  stable  est  celle  dont  le  moment  d'inertie  I  est 
le  plus  grand.  Elle  se  ramène  à  celle  de  Liapounofl. 

Poincaré  montre  que  c'est  l'expression  même  qui  définit  les  ellip- 
soïdes critiques,  formule  (22),  qui  joue  le  rôle  des  coefficients  a  des 
équations  (26),  coej/icients  de  stabilité.  Cette  expression  s'annule  au 
point  de  bifurcation.  Si  elle  devient  positive  sur  une  branche,  pour 
une  figure,   celle-ci  prendra  un  degré  d'instabilité,  l'autre  non. 

11  démontre  que  les  ellipsoïdes  de  révolution  sont  stables  jusqu'à 
la  bifurcation  avec  les  Jacobi.  Ensuite  ce  sont  les  ellipsoïdes  à  trois 
axes  qui  sout  stables,  jusqu'au  point  de  bifurcation  avec  la  figure 
piriforme.  Ici  les  deux  figures  prennent  un  degré  d'instabilité,  sont 
toutes  deux  instables.  Il  est  vrai  que  les  figures  conservent  la  stabilité 
temporaire.  S'il  n'y  a  pas  de  frottement,  comme  c'est  le  cas  pour  une 
masse  isolée,  la  stabilité  reste  permanente,  pour  tous  les  ellipsoïdes 
de  révolution  et  tous  les  ellipsoïdes  à  trois  axes. 

L'instabilité  de   la   figure  piriforme^  ou  ovoïde,   en  particulier  a 
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suscité  de  longs  débats  contradictoires  et  les  travaux  de  G. -H.  Darwin, 
LiapounofT,  Benès,  Jeans,  Humbert. 

D'Alembert  avait  déjà  djinoutré  que  pour  les  deux  ellipsoïdes  de 
révolution,  correspondant  à  une  vitesse  de  rotation  donnée,  le  plus 
aplati  est  instable,  mais  Airj  fait  remarquer  que  pour  un  moment 
cinétique  donné  il  n'j  a  qu'un  ellipsoïde  d'équilibre  et  qu'il  est 
constamment  stable.  LiapounolF  montre  que  les  coeflicients  de  stabi- 
lité sont  tous  négatifs  pour  la  spltèrci  et  que  la  sphère  est  une  figure 
absolument  stable.  Poincaré  en  donne  une  autre  preuve.  J'ai  montré 
que  pour  une  masse  hétérogène  aucune  surface  de  niveau  ne  pouvait 
être  sphérique,  sans  que  toutes  le  soient,  et  alors  la  vitesse  de  rota- 
tion devait  être  nulle  partout. 

9.  Dédoublement  et  cosmogonie.  —  L'expérience  de  Plateau 
réalise  le  fractionnement  d'une  masse  homogène  en  rotation.  Mais 
c'est  la  tension  superficielle,  et  non  l'attraction  qui  agit  ici.  De  plus 
on  communique  à  la  masse  une  énergie  de  rotation  croissante.  11  n'y 
a  aucune  analogie  avec  les  corps  célestes. 

Les  ellipsoïdes  de  révolution,  ou  les  figures  dérivées  des  ellip- 
soïdes, pourraient  se  creuser  et  s'étrangler.  Poincaré  le  croyait  pour 
la  figure  piriforme.  On  a  montré  ensuite  qu'elle  n'avait  pas  de  point 
d'inilexion.  Pratiquement  le  moment  cinétique  des  corps  célestes  est 
beaucoup  trop  faible.  La  Terre,  en  lui  ajoutant  le  moment  cinétique 
de  la  Lune,  serait  encore  très  éloignée  du  point  de  bifurcation  des 
Jacobi.  En  remontant  dans  le  passé,  avec  une  dilatation  plus  grande 
on  s'en  éloigne  encore.  11  faut  ajouter  des  hypothèses  accessoires 
pour  opérer  le  fractionnement,  les  marées  d'un  astre  perturbateur 
par  exemple,  comme  le  fait  G. -H.  Darwin.  J.-H.  Jeans  ne  croit  pas 
que  le  fractionnement  ait  joué  un  rôle  dans  le  système  solaire,  mais 
seulement  dans  le  cas  d'un  moment  cinétique  plus  grand  (étoiles 
doubles),  ou  de  masses  plus  grandes  (nébuleuses  spirales). 

Pour  qu'il  y  ait  fractionnement,  il  faudrait  que  la  force  centrifuge 
arrive  à  égaler  l'attraction.  Cela  n'a  lieu,  pour  les  ellipsoïdes,  (ju'aux 
limites,  densité  infinie  ou  moment  clnUique  in'ini.  11  faudrait 
démontrer  que  cela  a  lieu  avant,  pour  les  autres  figures.  Le  fraction- 
nemeat  se  reproduirait  périodiquement.  Ou  aurait  un  chapelet 
d'astres  dérivés  d'une  masse  priuiilive. 

Quand  bien  même  une  masse  en  rotation  arriverait  à  une  forme 
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instable,  on  ne  peut  pas  en  conclure  qu'elle  va  se  fractionner  néces- 
sairement. L'instabilité  n'est  que  du  premier  degré  et  en  l'absence  de 
frottement  la  stabilité  persiste.  Il  y  aurait  une  étude  intéressante 
à  faire  sur  la  possibilité  et  les  conditions  du  fractionnement  pour  la 
figure  de  l'expérience  de  Plateau,  ellipsoïdes  de  révolution,  et  pour 
la  figure  en  haltère,  ellipsoïdes  à  trois  axes.  11  faudrait  ensuite  étudier 
ce  qui  se  passe  pour  une  masse  hétérogène,  où  la  figure  ellipsoïdale 
est  impossible  et  où  la  masse  se  creuse  sur  le  parallèle  de  45". 

10.  Le  cylindre  elliptique  indéfini.  —  Mathiessen  (1807)  a  établi 
qu'un  cjlindre  elliptique  indéfini  pouvait  être  une  figure  d'équilibre 
pour  une  masse  liquide  tournant  autour  de  l'axe  du  cylindre.  Globa 
Mikaïlenko,  après  J.-H.  Jeans,  en  a  étudié  les  formes  et  les  figures 
dérivées  des  ellipsoïdes,  en  introduisant  aussi  la  considération  de  la 
capillarité. 

L'équation  de  condition  est  la  même  que  celle  des  ellipsoïdes  à 
trois  axes  (6),  où  R  =  o.  On  a  pour  k  et  k 

toî  '>.nb  ^\i.^  /rtî-HA*\* 

^'^^        ''=^"^77>  =  (a-^6)^'      ^■  =  7ivr3  =  (,^TTy  ' 

où  M  est  la  masse  d'une  tranche,  --^abe^  d'épaisseur  e.  On  aurait 
d'ailleurs  les  mêmes  équations  et  les  mêmes  résultats  pour  un  disque 
elliptique  d'épaisseur  constante  infiniment  mince. 

Pour  a  ^  h  les  équations  de  condition  sont  toujours  satisfaites. 
C'est  le  cas  correspondant  aux  ellipsoïdes  de  révolution.  H  J  a  tou- 
jours une  figure  circulaire  qui  est  figure  d'équilibre.  Cependant  pour 
/i  >  I  la  force  centrifuge  l'emporterait  sur  l'attraction.  D'ailleurs  h 
atteint  sa  valeur  maximum  -  pour  b  ^=  a  e\,  tend  vers  zéro  à  mesure 
que  la  section  elliptique  s'aplatit.  La  force  centrifuge  est  toujours 
plus  petite  que  l'attraction,  même  quand  la  limite  de  Crudeli  est 
atteinte,  h  =  -• 

CH\PHUE  IL 

FIGURES    d'ÉQUIIJIIRK    Ii'unE    M\SSK    HÉTÉROGÈNE. 
FIGURE    DE    LA    TKRKK    I:T    DES    PLANÈIES. 

Dans  le  cas  d'une  masse  hétérogène,  composée  de  couches  de  den- 
sité différentes,  le  problème  est  moins  avancé  que  pour  une  masse 
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homogène.  On  a  cependant  étendu  à  ce  problème  quelques  résultats 
généraux  du  précédent,  et  surtout  on  a  pu,  dans  le  cas  d'une  rotation 
faible,  traiter  assez  complètement  l'étude  de  la  forme  de  la  Terre 
et  en  déduire  différentes  connaissances  sur  l'état  des  densités 
et  des  vitesses  à  l'intérieur.  Le  problème,  traité  par  Clairaut,  a  pris 
toute  son  importance,  vers  1880,  avec  les  mesures  précises  de  l'apla- 
tissement et  il  a  été  renouvelé  par  H.  Poincaré,  qui  a  déterminé  une 
limite  mathématique  précise  de  l'aplatissement. 

11.  Étude  du  cas  général.  Résultats  de  M.  Hamy.  —  On  suppose 

que  les  surfaces  de  niveau  sont  toutes  ellipsoïdales.  L'attraction  en 
un  point  a?,  y,  z  est  la  somme  des  actions  des  couches  de  densité  p 
et  d'épaisseur  da,  db,  de  (Clairaut).  M.  Hamj  obtient  des  formules 
plus  pratiques,  ramenées  à  celles  des  ellipsoïdes  homogènes,  en  con- 
sidérant l'actiondel'ellipsoïdehomogène  dedensité  d^^d^axesa,  —  da, 
bt  —  db,  c,  —  de  et  ainsi  de  suite.  J'ai  montré  que  ces  formules  se 
ramènent  les  unes  aux  autres  par  une  simple  intégration  par  parties. 
L'équilibre  dynamique  des  surfaces  d'égale  densité  (résultante  des 
forces  normales  à  la  surface)  donne  la  même  équation  de  condition 
que  pour  les  ellipsoïdes  homogènes,  mais  qui  doit  être  vérifiée  pour 
chaque  surface  de  niveau, 

(l)  aî(P  —  W2)  =  62(Q_ty2)   =   c2R. 

L'équilibre  hydrostatique  est  également  vérifié,  si  la  vitesse  de  rota- 
tion est  uniforme.  Mais  ici  P,  Q,  II,  et  par  conséquent  w,  sont  fonc- 
tions du  point  X,  y^  z.  M.  Hamj  démontre  que  les  ellipsoïdes  doivent 
être  homofocaux,  pour  que  cette  valeur  soit  constante  sur  une  même 
surface  de  niveau.  Ceci  paraît  d'ailleurs  immédiat  d'après  le  théorème 
d'Ivorj.  11  démontre  ensuite  qu'ils  devraient  être  homothétiques  pour 
que  (0  ne  varie  pas  d'une  couche  à  l'autre.  Il  en  conclut  que  les  sur- 
faces de  niveau  ne  peuvent  pas  être  des  surfaces  ellipsoïdales  dans  un 
fluide  hétérogène,  qui  tourne  tout  d'une  pièce,  c'est-à-dire  en  équi- 
libre permanent.  H.  Poincaré,  Volterra  ont  démontre  que  les  surfaces 
de  niveau  ne  pouvaient  pas  être  homothétiques. 

M.  Hamy  avait  considéré  seulement  des  couches  discontinues.  J'ai 
traité  le  cas  d'une  variation  continue  des  densités,  considéré  le  cas  où 
chaque    anneau  de    molécules   tourne  avec  une    vitesse  quelconque 


FIGURES   D'KQUJMimE    KT   COSMOGONIE.  l5 

autour  d'un  même  axe  et  déterminé  dans  ce  cas  la  loi  de  variation  des 
vitesses  en  latitude  et  en  profondeur  pour  que  les  surfaces  de  niveau 
soient  ellipsoïdales.  Elles  sont  reliées  à  la  variation  des  axes  par  la 
formule 

La  formule  (i)  détermine  deux  valeurs  de  la  vitesse  de  rotation.  Le 
développement  en  fonction  du  rapport  des  axes  montre  qu'elles  ne 
peuvent  être  égales,  même  pour  de  faibles  vitesses,  que  si  6  =  a.  ïl 
faut  que  les  ellipsoïdes  soient  de  révolution  (Hamj). 

La  condition  générale  de  l'équilibre  hydrostatique  s'écrit  alors 

(3)  ^  =iP —  ui*)a;dx  +  ï{zdz. 

P 

La  variation  de  pression  est  nulle  sur  les  ellipsoïdes 

p w*        c* 

(  P  —  w2  1  ar^-f-  Rs2  --  const.,  si  — fr—  =  — -  =  consl. 

K  a'^ 

Cette  dernière  condition  n'est  pas  autre  chose  que  la  formule  (i)  qui 
détermine  la  vitesse  de  rotation  en  chaque  point,  nécessaire  pour  que 
les  surfaces  de  niveau  soient  ellipsoïdales,  dans  l'équilibre  hydrosta- 
tique, en  négligeant  le  frottement.  Si  tous  les  ellipsoïdes  sont  homo- 
focaux,  P,  Q,  R  sont  constants,  la  vitesse  de  rotation  est  constante  sur 
chaque  couche  de  niveau,  qui  tourne  chacune  tout  d'une  pièce.  La 
formule  ci-dessus  donne  alors  la  variation  des  vitesses  des  couches  en 
profondeur. 

M.  Hamv  a  fait  la  discussion  des  figures  d'équilibre  d'une  masse 
hétérogène  de  révolution  formée  d'ellipsoïdes  homofocaux,  et 
j'ai  fait  celle  des  ellipsoïdes  homothétiques,  en  prenant  la  vitesse 
de  rotation  comme  paramètre. 

La  vitesse  centrale,  dans  le  cas  des  ellipsoïdes  homothétiques,  en 
fonction  de  l'aplatissement,  estla  même  que  celle  de  l'ellipsoïde  homo- 
gène qui  aurait  la  même  densité  que  la  densité  centrale.  La  vitesse 
superficielle  aurait  une  variation  analogue.  Toutes  les  vitesses  des 
ellipsoïdes  homothétiques  sont  comprises  entre  les  vitesses  des  ellip- 
soïdes homofocaux. 

Il  serait  intéressant  de  compléter  ce  travail  par  la  discussion  des 
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deux  autres  cas,  moment  cinétique  constant  avec  variation  de  la  den- 
sité ou  du  grand  axe.  Il  resterait  aussi  à  étudier  la  stabilité  et  les 
figures  dérivées  de  celles-ci. 

12.  Le  problème  de  Clairaut.  Premières  limites  de  l'aplatissement. 
—  Clairaut  suppose  la  rotation  i"  uniforme  et  2°  assez  faible  pour 
qu'on  puisse  négliger  le  carré  de  l'aplatissement.  Dans  cette  hypo- 
thèse, il  a  donné  les  formules  qui  résolvent  les  problèmes  de  la  détei^ 
minalion  théorique  de  l'aplatissement  de  la  Terre. 

Le  développement  des  formules  du  cas  général  ci-dessus  donne  la 
formule  fondamentale  e  =  aplatissement  (Clairaut), 

3a)î         e      r'"     ^  ,       3    I      r'"      .  ,  3     r' 

«>  577=  is i   '='''■'-  5  P.j^   P*''-  sX  '""■ 

En  négligeant  e-  la  condition  (3)  est  remplie  identiquement  et  w  est 
indépendant  de  la  position  du  point.  L'équilibre  hydrostatique  a  lieu 
avec  des  surfaces  ellipsoïdales  et  une  rotation  constante.  Laplace  a 
démontré  que  c'était  la  seule  solution  dans  le  cas  de  l'équilibre  hydro- 
statique ('  ). 

En  dérivant  deux  fois  cette  formule  par  rapport  à  r  on  obtient 
\ équation  diJJ'érentielle  de  Clairaut 


(5) 


,"+2re'(3-0  =  2Ce,         ç=_:^  =  3^i--^) 


où  D  est  la  densité  moyenne  à  l'intérieur  de  la  couche  de  rayon  /■. 
La  fonction  Ç  a  été  introduite  par  Tisserand. 

Radau  ramène  cette  équation  au  premiei*  ordre  au  moyen  de  la 
fonction  Tj,  analogue  à  la  fonction  Ç  de  Tisserand  [équation  de  Clai- 


(')  Avec  I,es;enHic.  il  a  étudié  une  théorie  plus  géncr;ile.  applicable  au  ras  de  la 
Terre  supposée  solide,  théorie  des  sphéroïdes.  Les  couches  d'égale  dcnsilé  sont 
simplement  supposées  voisines  d'une  snhère,  le  rii3'on  moyen  étant  a,  le  rayon 
vecteur  d'un  point  est  ?'  =  a(i  +  ;_y)  où  \  est  une  petite  quantité  dont  le  carré  est 
ncgiigealile  et  _^'  une  function  de  6  fl  ^j;-  cxpiimée  en  polynômes  sphéiiques.  On 
obtient  une  expression  analogue  à  (4)  qui  difFi-rentiée  redonne  exaclemenl  l'équa- 
tion de  Clairiiut  (5).  \l\\  appliquant  celle  tiié^ric  à  un  ellipsoïde  de  lia-e,  ei  lui  rap- 
portant les  irrégnliirités  de  snif.ice,  on  peut  ilélerminei'  rellipsnï.le  qui  rend  le  mieux 
compte  de  la  variation  de  la  verticale  et  do  la  pesanteur  à  la  surface. 
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raut-Radau) 

C6)  nr]'-4- rj(-/] -f- 5)  =  ^^(ti -t- I),  y)  = 

On  oluient  entre  ces  deux  fonctions  la  relation  suivante  due  à 
Poincaré,  Callandreau  et  Tisserand,  r, ,  valeur  à  la  surface,  «p  le  rap- 
port de  la  force  centrifuge  à  la  pesanteur 

(7)  o<7j<C<3,         Ti,=  M_2; 

r|  >»  o  montre  que  e  est  toujours  croissant  du  centre  à  la  surface, 
et  r,  <<  3  montre  que  e  l  j'^  est  décroissant,  d'où  les  deux  théorèmes 
de  Cloiraiit  sur  la  variation  des  aplatissements  internes.  Enfin  'r\<^t 
monire  que  eï)  est  décroissant  du  centre  à  la  surface. 

J'ai  démoniré  en  outre  que,  si  yj  est  croissant  à  la  surface,  il  l'est 
dans  toute  la  masse,  que,  s'il  est  décroissant  à  la  surface,  il  a  un 
maximum  à  l'intérieur. 

Clairaul  a  déduit  de  la  formule  (4)  les  limites  de  l'aplatissement  à 
la  surface 

5  I 


^^^  â^<^<r'         ^^==^88,38 

11  en  conclut  que  l'aplatissement  de  la  Terre  doit  être  compris  entre 
1  !  23o  et  I  lo""-  T-^es  mesures  des  missions  géodésiques  de  Laponie 
et  de  l'é(jnaleur  donnaient  \\  wj  (Clairaut).  C'était  déjà  le  second 
désaccord  grave  entre  les  mesures  et  le  calcul.  On  sait  que  Cassini, 
un  peu  auparavant,  avait  déduit,  des  mesures  géodésiques,  que  la 
Terre  était  allongée  aux  pôles,  ce  qui  contredisait  la  rotation  de  la 
Terre. 

La  première  limite,  donnée  déjà  par  Newton,  se  rapporte  au  cas  de 
l'homogénéité,  la  seconde,  donnée  par  Hujghens,  au  cas  de  la  con- 
densation complète  au  centre,  ou  d'un  noyau  solide,  composé  de 
couches  sphiritpies,  recouvert  d'une  mince  écorce  fluide. 

Pour  lu  Terre,  le  rapport  es  ;  e  est  égal  à  i,o3.  11  est  plus  voisin 

de  -■  que  de  a.  La  Terre  ne  peut  pas  avoir  une  très  forte  condensation 

au  centre.  Pour  Jupiter  et  Saturne,  on  a  i,456  et  1.434.  Us  doivent 
avoir  une  condensation  prononcée,  à  peu  prés  du  même  ordre. 

Tisserand  a  déterminé,  par  la  même  formule,  une  autre  limite  plus 
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resserrée,  qui  dépend  de  la  densité  superficielle,   i  :  e  serait  compris 
entre  23o  et  4o3. 

La  formule  (4)  devient  à  la  surface  {formule  de  CLaiiaut) 

(9)  3  (*~  a^)  ^^' "^  /     P^''^*"- 

La  loi  des   densités  o   étant  donnée,  elle  permet   de    déterminer 
l'aplatissement  superficiel  en  fonction  de  9,  c'est-à-dire  de  l'attraction. 


13.  Moments  d'inertie.  Formule  de  d'Alembert.  Nouvelles  limites 
de  l'aplatissement,  —  D'Alemhert  a  déterminé  une  autre  relation 
entre  l'aplatissement  et  le  moment  d'inertie  A,  B, 

(fo)  J  /     p  dr'^  =    f     p  dr^e,  J  =  -— 


3o5,3i 


Klle  permet  de  déterminer  l'aplatissement  e  en  fonction  de  la  con- 
stante de  la  précession  J.  Toute  loi  de  densité  pour  être  valable  devra 
donner  le  même  aplatissement  au  moyen  des  deux  formules  (9)  et  (10). 
Les  valeurs  de  cp  et  J  sont  connues  avec  une  grande  précision. 

L'élimination  de  l'intégrale  commune  entre  (9)  et  (10)  donne  une 
nouvelle  relation  importante,  où  l'intégration  ne  porte  plus  que  sur 
la  densité, 

(II)  i^e-^<f^  =J  1^   pdrK 

L'étude  de  la  formule  (10)  permet  de  déterminer  de  nouvelles 
limites  de  l'aplatissement  (Gallandreau,  Véronnet), 

'1^)  J  <  e<  -œ -f-  rJ,  220,3  <  -     :    3o5,3: 

2  J  e 

ces  limites  sont  déjà  très  resserrées,  leur  rapport  est  i,i3.  La  consi- 
dération des  moments  d'inertie  permet  ainsi  de  déterminer  mathé- 
matiquement deux  limites  de  l'aplatissement  à  |  près. 

14.  Variation  de  la  pesanteur.  Densité  centrale.  Aplatissement 
donné  par  l'action  de  la  Lune.  —  Clairaul  a  déterminé  également  la 
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variation  de  la  pesanteur  à  la  surface  de  la  Terre,  avec  la  latitude  0, 

5 

(i3)  ^  =  ;^o(i-h  nsin^ô),         «.—  -'i  — ^; 

2  ' 

cette  formule  exprime  le  théorème  de  Clairaut.,  sur  la  différence 
de  pesanteur  de  l'équateur  au  pôle.  Les  mesures  de  la  pesanteur  au 
mojen  du  pendule  donnent  g^  on  en  déduit  l'aplatissement  e. 

La  variation  de  la  pesanteur  en  profondeur  est  donnée  par  la  for- 
mule de  Saigej 

Elle  augmente  au-dessous  de  la  surface  tant  que  la  densité  p  est  plus 
petite  que  les  deux  tiers  de  la  densité  moyenne  D.  Elle  passe  par  un 
maximum.  Airj  a  constaté  cet  accroissement  au  fond  d'un  puits  de 
mine,  expériences  reprises  en  Saxe  en  i886. 

On  a  pu  établir  des  limites  inférieures  de  la  densité  centrale  et  de 
l'aplatissement  au  centre,  po>>  7544i  niais  pas  de  limites  supérieures. 

Laplace ,  ïlansen ,  Bill  ont  calculé  encore  l'aplatissement  de  la 
Terre  par  les  perturbations  introduites  dans  le  mouvement  en  longi- 
tude et  latitude  de  la  Lune,  par  le  renflement  équatorial  de  la  Terre. 
La  précision  est  faible.  Laplace  trouve  i  :  3o4  pour  l'aplatissement, 
ce  qui  est  cependant  une  bonne  valeur  pour  l'époque.  Hansen  trouve 
295  et  298,  Helmert  29'^, 8. 

15.  Le  problème  de  H.  Poincaré.  Les  limites  rigoiireuses  de 
l'aplatissement.  —  Les  formules  de  Clairaut  et  de  d'Alembert  ont 
constitué  pendant  un  siècle  et  demi  toutes  nos  connaissances  théo- 
riques sur  l'aplatissement  de  la  Terre.  H.  Poincaré  renouvelle  la 
question  en  déterminant  une  limite  plus  précise  de  cet  aplalissement, 
et  indépendante  de  toute  loi  de  densité  (i885).  Une  seconde  limite 
vint  ensuite  déterminer  rigoureusement  l'aplatissement,  qui  vérifie  à 
la  fois  les  conditions  de  l'attraction  et  celles  de  la  précession  (Vé- 
ronnet).  La  détermination  de  ces  limites  mathématiques,  en  première 
et  seconde  approximation,  constitue  le  problème  de  Poincaré. 

L'aplatissement  donné  par  les  mesures  géodéslques,  à  l'équateur 
et  en  Laponie  était  en  dehors  des  limites  de  Clairaut,  1/  i  17-  Bessel, 
le  premier,  donne  une  détermination  un  peu  précise,  1/299,153.  Sur 
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des  mesures  plus  nombreuses,  mesures  géodésiques  et  de  la  pesan- 
teur, Faje  en  France  et  Glarke  en  Ano^leterre,  trouvent  simultané- 
ment des  nombres  concordants  1/292,3  et  1/293,405,  qui  rallient 
l'adhésion  des  astronomes  (1880).  Mais  Roche  montre  (1881),  qu'en 
appliquant  sa  loi  des  densités,  on  ne  peut  pas  concilier  cet  aplatisse- 
ment à  la  fois  avec  la  formule  de  Clairaut  et  celle  de  d'Alembert, 
avec  l'attraction  et  la  précession.  Tisserand,  Lévy,  Callandreau 
essaient  de  le  faire  avec  des  formules  plus  générales,  en  poussant 
même  à  la  seconde  approximation,  mais  toujours  en  vain. 

Radau  déduit  de  l'équation  différentielle  de  Clairaut  en  y|  la  rela- 
tion suivante 

(i5)  D,  v/i-f-ra^/     , Ddr^^K         D  dn, 

qui  lui  permet  d'éliminer  l'intégrale  et  par  conséquent  la  densité  de 
l'équation  (1 1).  11  obtient 


9.  ,  t/l  -t-  rii  ,  I 

(16)  e+ -  j:^— — ^  =  J+  -<p. 

'  3  K  ï 

K.  est  la  valeur  moyenne  de  l'expression  indiquée  par  (i5).  Elle  varie 
peu  avec  les  valeurs  de  rj,  selon  le  tableau 


7)   =0 

1/3 

Tji  =  o,58 

3 

K       1 

1 ,000-5 

Ki  =  0,9996 

0,8 

71,  et  K,  sont  les  valeurs  à  la  surface. 

Ridau  considère  que  y^  ne  varie  cpie  de  oàyi,,  et  que  K  reste  sensi- 
blement égal  à  i.  Il  en  déduit,  d'après  (16),  que  la  seule  valeur  de 
l'aplatissement,  qui  puisse  cadrer  avec  la  formule  de  l'attraction  et 
de  la  précession,  est  1/29^. 

Cela  -supposait  que  ■r\  est  toujours  croissant,  de  o  à  rj,,  à  l'intérieur 
de  la  Terre.  H.  Poincaré  montre  (ju'il  faut  en  conclure  seulement 
K  <<  1,0007*»,  valeur  maximum,  ete  <  1/^97,  i ,  valeurs  indépendantes 
de  toute  loi  de  densité.  Pour  concilier  ce  nombre  avec  ceux  de  Faye 
et  de  Clarke,  il  fallait  supposer  la  Terre  solide,  ou  les  vitesses  internes 
différentes,  ou  faire  le  calcul  en  seconde  approximation  (Figures 
d'équilibre,  p.  96). 

J'ai  démontré,  par  la  discussion  de  l'équation  de  Clairaut  Radau, 
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que  la  valeur  de  r\  était  toujours  croissante  à  l'intérieur  de  la  Terre, 
que  le  premier  membre  de  (iG)  ne  peut  avoir  qu'une  solution  et 
raplalisseincnl  e  une  seule  valeur.    On  obtient  ainsi   une   seconde 
valeur  de  e,  également  indépendante  de  toute  loi  de  densité. 
Ces  deux  limites  sont  données  par  la  formule 


(17)  -J- !_  <  J^- _cp  — e  <  -J 


5      1,00075  2  '  5  I  I 

1  10 

qui  donne  les  valeurs  extrêmement  rapprochées 

(18)  297,097  <  -  <  297,393. 

Dans  l'hypothèse  de  Clairaut,  vitesse  uniforme  et  première  approxima- 
tion en  e,  l'inverse  de  l'aplatissement  est  ainsi  déterminé  à  o,3  près, 
indépendamment  de  toute  loi  de  densité,  par  les  seules  valeurs  de  <p 
et  J.  Elles  sont  connues  avec  quatre  chiffres  exacts.  La  correction 

de  -  serait  donnée  par  la  formule 
e  ■ 

(19)  c/^  =  o,787c?j  -t-o,i99rf-. 

En  prenant  i  \  J^=3o4,9'^  (Newcomb)  au  lieu  de  3o5,3i  les  nombres 
de  (18)  seraient  à  diminuer  de  o,323. 

Si  la  loi  des  densités  est  donnée  par  une  formule  quelconque, 
développée  en  fonction  des  puissances  de  r,  coefficients  a,  les  coeffi- 
cients p  de  la  loi  des  aplatissements  seront  déterminés  linéairement, 
au  mojen  de  (4),  par  la  formule  suivante  (  Véronnet,  llièse) 

n  n 

I  i 

et  e  est  proportionnel  à  cp  pour  la  même  loi  des  densités  (Laplace, 
Hennessy). 

16.  Déterminations  précises  de  l'aplatissement  théorique.  La  loi 
des  densités  à  l'intérieur  de  la  Terre.  —  Tisserand  a  démontré  que 
si  l'on   appliquait  la  loi  de  Lipschitz  à   trois  paramètres,  loi  assez 
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large,  qui  donne  la  loi  de  Roche  pour  n  =  2, 

{■il)  p  =  po(i  — ar"),  p  =  po(i  —  a''^), 

on  obtient  la  valeur  de  e  sous  la  forme  d'une  série  hjpergéométrique. 
J'ai  pu  déterminer,  par  la  notation  de  M.  Hamy,  une  série  beaucoup 
plus  rapidement  convergente,  ce  qui  a  rendu  possibles  les  calculs 
numériques,  calculer  des  séries  de  valeurs  de  e  par  les  trois  for- 
mules (9),  (10)  et  (i  i),  et  en  déduire  la  valeur  de  l'inverse  de  l'apla- 
tissement qui  cadre  avec  ces  trois  formules*  Toutes  les  valeurs  restent 
comprises  entre  29'j,i7  et  297,21,  pour  des  valeurs  de  n  variant 
de  0,5  à  6,^5  et  la  densité  superficielle  variant  de  o  à  3.  Les  calculs 
ont  été  faits  aussi  avec  toutes  les  lois  étudiées  par  les  astronomes, 
Laplace  et  Legendre,  Lévj,  etc.,  soit  26  déterminations  en  tout. 
Toutes  ces  valeurs  sont  comprises  dans  les  limites 

1  :  e  =  397,17  rh  o,o3. 

Pratiquement,  dans  l'hypothèse  de  Clairaut,  l'inverse  de  l'aplatisse- 
ment est  ainsi  déterminé  à  o,o3  pour  n'importe  quelle  loi  de  den- 
sité, en  première  approximation. 

M.  Hamj,  dans  l'hjpothèse  d'une  Terre  composée  seulement  de 
trois  couches,  avait  trouvé  des  nombres  compris  entre  296,5.3 
et  297,78. 

Les  déterminations  plus  récentes  de  l'aplatissement  donnent  d'ail- 
leurs des  nombres  conformes  aux  limites  ci-dessus  :  Helmert,  i  l  297,8 
(i885)  et  (1901),  Hajford,  i  !  296,8  (1909).  Elles  ont  fait  aban- 
donner les  valeurs  de  Faje  et  de  Clarke. 

La  loi  des  densités  à  l'intérieur  de  la  Terre,  en  admettant  la  for- 
mule très  simple  de  Roche,  s'écrira 

(■ri)  p  =  10,41  — 8,i8/-2,         D  =  5,5o. 

Elle  donne,  avec  les  formules  de  Clairaut  et  de  d'Alembert,  l'aplatis- 
sement I  '.  297,18.  L'ancienne  formule  de  ï Annuaire  du  Bureau 
des  Longitudes  avant  191 4?  avec  coefficients  10,0  et  7,5,  donnail 
291,14  et  298,53. 

La  pesanteur  à  l'intérieur  aurait  un  maximum  i,o4à  une  pro- 
fondeur o,  16, 

é' =  1)86  ^1(1  — 0,479.  r2)/-. 

Pour  Jupiter  et  Saturne,  la  formule  de  Lipschitz  ne  permet  pas  de 
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réaliser  leur  aplatissement.  G. -H.  Darwin  avait  montré  que  la  formule 
de  Laplace  ne  le  permettait  pas.  J'ai  pu  réaliser  cet  aplatissement 
par  la  formule  de  Lévj,  où  la  courbe  des  densités  présente  un  point 
d'inflexion.  Ceci  indique  que  ces  planètes  ont  un  noyau  condensé, 
surmonté  d'une  écorce  plus  légère,  avec  variation  maximum  de  la 
densité  entre  les  deux,  ce  qui  n'a  pas  lieu  pour  la  Terre. 

17.  Calculs  et  résultats  en  seconde  approximation.  Autres  formes. 
—  Il  faut  tenir  compte  dans  les  développements  du  cai'ré  de  l'aplatis- 
sement ou  e'-.  Les  calculs  ont  été  faits  surtout  par  Airy,  G. -H.  Darwin, 
Helmert,  Calandreau,  A.  Véronnet. 

La  formule  de  la  pesanteur  s'écrit  alors 

Le  terme  en  œe  est  le  terme  de  correction.  Il  J  a  un  terme  en  sin^  / 
négligeable.  Helmert,  en  utilisant  les  valeurs  réduites  de  g,  déter- 
minées par  le  pendule,  donne  comme  formule  qui  les  représente  le 
mieux 

(■?4}  ^  =  978,046(1  4-  o,oo5  3o2siii2/). 

Avec  1  :  'y  ^^  288,38  on  en  déduit  i  ',  e  =^  398,0, 

En  seconde  approximation  les  surfaces  de  niveau  ne  peuvent  pas 
être  rigoureusement  ellipsoïdales.  La  valeur  de  la  déformation  d'un 
.sphéroïde,  normalement  à  la  surface,  est  donnée,  sur  la  couche  d'axe 
polaire  a,  par  la  formule  générale  de  Legendre 

(■i5)  0/- =  ayX*  sin'6  cos*6, 

où  y  est  une  fonction  à  déterminer. 

11  faut  calculer  le  potentiel  de  la  couche  de  déformation  et  le  trans- 
porter dans  l'équation  des  surfaces  de  niveau  établies  en  seconde 
approximation.  Callandreau  démontre  que  y  est  toujours  négatif.  Les 
surfaces  de  niveau  sont  toutes  déprimées  entre  le  pôle  et  l'équateur. 
La  dépression  maximum  serait  de  10"'  à  45".  Pratiquement  avec  la  loi 
des  densités  de  Roche,  cette  dépression  serait  de  3"', 26  seulement. 
Elle  resterait  comprise  entre  £"',26  et  4",  27  suivant  les  lois  de  den- 
sité considérées.  Sur  Jupiter  et  Saturne  elle  serait  inférieure  à  §83 
4U  552*"°,  c'est-à-dire  23  et  12  fois  moindre  que  l'aplatissement,  c'est 
tout  à  fait  insensible. 
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Pour  résoudre  le  problème,  il  faut  calculer  les  formules  de  Glai- 
raut  et  de  d'Alembert  (9)  et  (10),  en  tenant  compte  de  y  et  de  e^.  Le 
terme  de  correction  de  la  formule  dilTérentielle  de  Clairaut-Radau 
s'écrit 

(26)  y.  ==  7<f?('-^^)+  —  «^(5-+-4TQ  +  2ri2)-+-  -e-r)(7-+-r)). 

Tl  est  toujours  positif,  et  toujours  croissant,  du  centre  à  la  surface. 
On  en  déduit  que  les  limites  et  la  variation  de  r^  sont  les  mêmes  qu'en 
première  approximation,  et  en  tonte  approximation.  En  particulier 
la  fonction Tj  est  toujours  croissante  pour  la  Terre.  La  seconde  limite 
de  l'aplatissement  pour  y)  =  yji  est  conservée.  La  première,  celle  de 
Poincaré,  a  lieu  pour  le  même  maximum  de  K  (Véronnet). 

Les  limites  extrêmes  des  valeurs  de  l'aplatissement,  qui  satisfont  à 
la  fois  à  l'attraction  et  à  la  précession,  en  seconde  approximation, 
sont 

(27)  296,782  <  -  <  297,504,  -  =  297,12  ±  o, 38. 

De  plus  e^=38xio~''  ne  peut  influer  que  sur  les  millièmes.  On  a 
cinq  chiffres  exacts  en  toute  approximation  (Véronnet). 

Les  calculs  numériques,  avec  les  différentes  lois  de  densité  et  les 

25  déterminations  corrigées  et  rectifiées,  donnent  de  même 

(28)  297, i79< -<  297,213,         -  =  297, 19  ±0,02. 

La  correction  de  e,  en  fonction  des  valeurs  de  ca  et  J,  1  ;  288,88  el 
I  :  3o5,3i,  est  toujours  donnée  par  (19).  On  peut  prendre  i  :  297, :> 
comme  aplatissement  de  référence  le  plus  probable. 

Wiechert  avait  déjà  trouvé  en  seconde  approximation  297,3,  Cal- 
landreau  297,4,  G. -H.  Darwin  avec  la  formule  de  Roche  29!3,4,  mais 
tous  trois  en  prenant  une' seule  et  unique  valeur  de  la  loi  des  den- 
sités et  non  des  séries  de  valeurs  très  larges  capables  d'englober 
la  valeur  réelle. 

On  peut  dire  que  pratiquement  l'inverse  de  l'aplatissement  peut 
être  déterminé,  à  0,02  près,  par  les  seules  données  relatives  à  l'at- 
traction et  à  la  précession,  o  et  J,  avec  la  seule  hjj)oLhésc  que  la 
Terre  tourne  tout  d'une  pièce. 

Les  marées  de  l'écorce  prouvent  de  plus  que  la  surface  terrestre 
possède  assez  de  jeu  pour  se  mettre  en  équilibre  hjdrostalicpie  sous 
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l'action  des  forces  pennanenles.  11  serait  à  désirer  que  les  mesures 
géodésiques  et  celles  de  la  pesanteur  puissent  donner  ici  la  précision 
des  mesures  astronomiques.  Si  alors  la  valeur  de  l'aplatissement 
mesuré  ne  cadrait  pas  avec  les  limites  calculées,  il  faudrait  aban- 
donner rhjpothèse  de  la  rolalion  uniforme. 

Pratiquement  on  a  pu  assimiler  également  la  forme  de  la  Terre  à 
un  tétraèdre^  les  quatre  pointes  étant  formées  par  les  trois  conti- 
nents de  1  hémisphère  nord  et  par  le  pôle  sud.  La  différence  de  niveau 
entre  les  sommets  les  plus  élevés  et  les  creux  les  plus  profonds  est 
de  20**'",  du  même  ordre  que  la  différence  entre  les  deux  demi-axes 
équatorial  et  polaire.  On  a  pu  l'assimiler  également  à  une  figure  en 
fuseau  d'ordre  3,  les  trois  fuseaux  étant  formés  par  les  trois  masses 
continentales  orientées  du  Nord  au  Sud,  les  deux  Amériques,  l'Eu- 
rope et  l'Afrique,  l'Asie  et  l'Océanie.  On  l'a  assimilée  enfin  à  une 
figure  ovoïde  (J.-H.  Jeans),  disposée  comme  le  tétraèdre  ci-dessus. 
P.  Humbert  a  assimilé  la  figure  de  Mars  à  une  figure  d'équilibre  du 
quatrième  ordre. 

18.  Hypothèses  autres  que  celle  de  la  rotation  uniforme.  Préces- 
sion dans  le  cas  de  vitesses  de  rotation  variable.  Actions  horizon- 
tales. —  Si  la  Terre  s'était  solidifiée  avec  une  autre  vitesse  de  rota- 
tion, nous  aurions  les  mêmes  formules,  en  particulier  les  équations 
de  condition  (i6)  et  (17).  La  variation  de  e  en  fonction  de  cp  serait 
donnée  par  (19),  le  terme  en  J  étant  nul.  En  différentiant  9  par  rap- 
j)ort  à  w  on  obtient 

.  ^^  '2.5      I  1 

(cio)  —  = a-  =  —  o.oooa-- 

'  to  es       e  e 

Pour  obtenir  une  diminution  d'une  unité  sur  l'inverse  de  l'aplatisse- 
ment il  faut  admettre  une  vitesse  de  rotation  plus  grande  de  0,008. 

Si  l'on  admet  que  la  Terre  s'est  solidifiée  progressivement,  avec 
des  vitesses  variables,  il  faut  modifier  l'équation  difTérentielle  de 
Clairaut  en  différentiant  (4)  par  rapport  à  w  également.  Les  équa- 
lionsdecondition(i6)el(i  7)  sont  modifiées.  Pour  obtenir  1  :e<  297,-^ 
il  faut  admettre  une  solidification  avec  vitesses  croissantes  du  centre 
à  la  surface. 

De  nombreux  travaux,  de  Laplace  à  H.  Poincaré.  ont  démontré  que 
la   précession   n'était  aucunement  modifiée   par    l'état    physique  du 
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globe,  solideou  liquide,  pourvu  qu'il  tourne  tou l  d'une  pièce.  J'ai  repris 
la  théorie  de  la  précession  pour  étudier  l'influence  de  vitesses  va- 
riables «à  l'intérieur  de  la  Terre,  la  formule  de  d'Alembert  (lo)  devient 

(io)  .1    /     pdr~°—oii    I      i- fl?/-5  e  =  -— î-    /     odr'^e. 

(m)  étant  la  vitesse  de  rotation  moyenne  définie  par  cette  formule.  La 
formule  de  Glairaut  n'est  pas  modidée.  Dans  les  équations  de  condi- 
tion (i  6)  et  (17)  il  suffit  de  multiplier!  par  (03)  :  oj, .  On  trouve  qu'avec 
une  loi  des  vitesses,  analogue  à  la  formule  de  Roche,  on  obtient 
I  :  292  pour  l'aplatissement  en  admettant  une  augmentation  de  la 
vitesse  de  rotation  de  0,08  de  la  surface  au  centre.  D'autre  part  cette 
loi  de  variation  des  vitesses  s'expliquerait  par  un  coefficient  de  vis- 
cosité de  l'ordre  de  la  poix.  Avec  un  coefficient  dix  fois  plus  grand, 
la  variation  des  vitesses  serait  plus  faible  et  l'on  aurait  i  ;  e  =  29^>- 
Le  ralentissement  de  vitesse  de  l'écorce  s'expliquerait  par  le  freinage 
dû  aux  marées.  Si  l'aplatissement  réel  est  i  :  297  cette  action  de  frei- 
nage est  insensible,  ou  bien  la  viscosité  interne  du  globe  est  telle 
(ju'il  tourne  comme  un  corps  solide. 

De  même  l'étude  de  la  précession,  appliquée  à  un  filet  fluide,  tour- 
nant suivant  un  parallèle,  donne  (/  =  latilude). 


3i) 


à<\>         i      /  A       \  cos  6  e 

at        1      \  >  cos^  (  /      u)  '  (o 


La  valeur  uioyenne  'l],^  redonne  bien  la  précession  d'une  couche 
ellipsoïdale.  La  torsion  d'un  parallèle  situé  àl'équateur  serait  prés  de 
45o  fois  plus  grande  que  la  déviation  moyenne  de  5o"  par  an.  Elle  y 
produirait  une  accélération  tangentielle ,  dans' le  sens  du  méridien, 
de  4'^"  pai'  seconde,  égale  aux  0,00/î  de  la  pesanteur,  ce  qui  peul 
expliquer  les  charriages  des  couches  géologiques. 

Cette  accélération  est  nulle  sur  le  parallèle  de  35°  et  change  ensuite 
de  signe.  Toutes  les  24  heures,  il  y  a  compression  latérale  sur  ce 
parallèle,  puis  décompression,  avec  maximum  et  minimum  corres- 
pondant à  l'intensité  des  marées.  Cela  peut  être  une  cause  de  disloca- 
tion et  de  tremblements  de  terre^  sur  ce  parallèle,  qui  passe  en  effet 
par  le  Japon,  le  Haut-Mexique,  la  Sicile,  la  Perse. 

L'action  de  la  Lune  produit  donc  ainsi,  par  les  marées,  des  oscilla- 
lions  verticales  et  horizontales  sur  les  morceaux  <le  la  mosaïque  1er- 
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restre  découpés  par  les  failles.  Ces  fragments  se  mettront  lentement 
ou  brusquement  (séismes)  en  équilibre  hydrostatique  avec  la  couche 
sous-jacente,  jusqu'à  ce  que  leur  poids,  ou  leur  pression,  y  soit  par- 
tout le  même.  On  retrouve  ainsi  les  hypothèses  analogues  de  l'iso- 
stasie  de  Pratt,  de  la  compensation  de  Faye,  de  la  condensation 
d'Helmert. 

Mais  l'équilibre  hydrostatique  de  la  surface  est  peut-être  une  limite 
non  encore  atteinte,  comme  le  montrent  les  bosses  du  géoïde  sous  les 
continents.  Alors  une  déteimination  plus  précise  de  l'aplatissement 
x-'Vai  serait  sans  doute  illusoire.  La  géodésie  doit  partir  de  l'aplatis- 
sement tliéorique  le  plus  probable,  déterminé  par  les  limites  ci- 
dessus  I  '.ig-j^'î^  et  déterminer  les  irrégularités  du  géoïde  par  rapport 
à  cet  ellipsoïric  de  base. 

CHAPITHK  m. 

AOTHKS    IIGUKES    DÉOUH.lBRli:.    CVS    d'lN    ASTRE    PKRII  l!B  \TEt  H . 
ÉQUILIBRE    DUNE    ATMOSPHÈRE. 

On  peut  rattacher  aux  mêmes  formules  l'étude  de  l'équilibre  d'un 
astre  et  de  son  atmosphère,  en  rotation,  sous  l'action  d'un  astre  per- 
turbateur plus  ou  moins  éloigné.  On  obtient  ainsi  la  discussion  dyna- 
mique de  l'hypothèse  cosmogonique  de  Laplace,  la  figure  d'équilibre 
des  comètes  et  celle  de  la  Lune,  travaux  dus  en  grande  partie  à 
E.  Roche.  Il  s'y  rattache  naturellement  la  théorie  de  l'anneau  de 
Saturne  et  du  cylindre  elliptique. 

UJ.  Le  problème  g-énéral  de  l'équilibre  d'une  atmosphère.  Ses 
limites.  Formules  de  Roche.  -  Les  recherches  théoriques  furent 
commencées  par  d'Alembert.  continuées  par  Laplace  et  plus  tard  par 
Pvoche. 

On  considère  un  astre  /«,  tournant  sur  lui-même  avec  une  vitesse 
de  rotation  (o,  ainsi  ((ue  son  atmosphère.  Le  potentiel  en  un  point 
extérieur  sera 

La  seconde  foiine  suppose  que  la  masse  de  l'astre  peut  être  coiisidéit'-f 
comme  condensée  au  centre.  Ce  sera  le  cas  pour  une  atmosphère. 
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Le  potentiel  d'un  astre  perturbateur  de  masse  M  de  distance  R» 
au  même  point  r,  G,  pourra  s'écrire 

(i')  U2  =  /M(i-<p)(3sin26siii'ît|;  — i)-^  -/Mtpj^sinesin^/. 

On  a  introduit  une  force  répulsive,  applicable  aux  comètes,  et  ©  est 
le  rapport  de  celte  force  à  l'attraction. 

Si  le  premier  astre  tourne  autour  du  second,  ou  se  déplace  par 
rapport  à  lui,  il  faut  introduire  dans  U^  le  potentiel  de  la  force  cen- 
trifuge. Ce  terme  est  ordinairement  négligeable. 

Alors  les  expressions  (i)  et  (i')  égalées  à  une  constante  donnent  les 
surfaces  équipotentielies  iiislaniances  (Roche),  à  l'instant  t,  ou  à 
la  distance  R. 

La  pesanteur  en  un  point  est  donnée  par  la  dérivée  partielle  de  D 
par  rapport  à  r.  Elle  s'obtient  immédiatement.  La  surface  limite  esl 
celle  sur  laquelle  la  pesanteur  est  nulle.  La  surface  libre  de  l'atmo- 
sphère sera  la  surface  équipotentielle  la  plus  rapprochée,  qui  sera 
coupée  par  la  surface  limite.  Pour  toutes  les  surfaces  de  niveau  inté- 
rieures à  celle-ci,  la  pesanteur  est  dirigée  vers  l'intérieur.  Pour  les 
autres,  il  j  a  des  régions  où  elle  est  dirigée  vers  l'extérieur.  Les  molé- 
cules s'échappent. 

On  a  déterminé  trois  limites  différentes  de  l'extension  d'une  atmo- 
sphère. La  place  a  énoncé  d'une  façon  précise  le  théorème  de  la 
limite  nirtcaiiique  d^ une  atmosphère  ^  déjà  indiqué  par  Kant,  à 
propos  de  l'anneau  de  Saturne.  Elle  ne  peut  dépasser  la  distance  où 
la  force  centrifuge  équilibre  l'attraction.  La  théorie  cinétique  donne 
une  limite  tliermodyiiain'que^  quand  la  vitesse  v  des  molécules  ('). 
reliées  à  la  température  T,  leur  permet  d'échapper  à  l'attraction  de 
la  planète  de  masse  m, 
/    .  ,      3RT  .m 

J'ai  déterminé  de  même  la  limite  physique,  où  s'arrête  réellement 
une  atmosphère.  Quand  le  libre  parcours  des  molécules  /est  égal  au 
double  de  la  distance  verticale  qu'elles  peuvent  atteindre  par  leur 
force  vive,  elles   retombent   de   leur  propre    poids,    en  conservant 

(')  Celle  vitesse  est  étroiteiniMit  limitée  auLour  d  une  valeur  moyenne.  La  formule 
niathcm.iLi(|ue  de  Maxwell,  mal  inlerprélée,  donnerait  à  certaines  molécules  des 
vitesses  inlinies. 
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l'égalité  de  pression.  La  pression  limite/?  ne  dépend  pas  de  la  tempé- 
rature 

/      'V  .3  RT  Pi  ly 

On  en  déduit  facilement  la  hauteur.  Pratiquement  il  faudra  tenir 
compte  encore  des  actions  électriques  (Végard). 

20.  li'hypothèse  cosmogonique  de  Laplace.  Les  surfaces  de  Roclie. 
— •  On  considère  un  astre  isolé,  tournant  avec  son  atmosphère  U.>  =  o. 
Les  surfaces  de  niveau  de  l'atmosphère  données  par  (i)  sont  de 
révolution  et  sont  aplaties  de  plus  en  plus  avec  /•  croissant.  La  surface 
libre  ala  forme  d'une  lentille  biconvexe,  où  le  rapport  des  axes  est^* 
La  pesanteur  est  nulle  sur  l'arêle  de  la  lentille  dans  le  plan  équato- 
rial.  Sur  la  Terre  ce  [)oint  serait  atteint  à  une  distance  égale  à  6,6 1  fois 
son  rajon,  pour  le  Soleil  à  36  fois  son  rajon.  Les  particules  de  la 
lumière  zodiacale  ne  peuvent  pas  faire  partie  de  son  atmosphère. 

Dans  l'hypothèse  de  Laplace,  les  particules  s'échappent  dans  le 
plan  équatorial  et  forment  des  anneaux  à  des  distances  r  de  plus  en 
plus  petites  à  mesure  que  to  augmente,  aj-/*^=yM  (Roche). 

Fouché  montre  qu'au  moment  de  la  formation  de  Neptune  la  masse 
de  l'atmosphère  ne  pouvait  guère  dépasser  celle  des  planètes,  autre- 
ment son  moment  cinétique  aurait  dépassé  celui  du  système  solaire. 
Trowbridge  avait  fait  déjà  une  remarque  analogue.  Babinet  avait  fait 
remarquer,  le  premier,  que  le  moment  cinétique  du  système  pouvait 
introduire  une  limite  (critérium  de  Babinet). 

Dans  l'hypothèse  de  Laplace,  la  masse  de  l'atmosphère  peut  s'élever 
toutefois  à  1,67  de  celle  des  planètes,  en  considérant  les  surfaces 
de  Roche  et  à  3,i-  avec  une  densité  décroissante  avec  la  distance, 

p/-2  =  const. 

Mais  la  densité  serait  seulement  2  X  10-'',  c'est-à-dire  100  milliards 
de  fois  plus  petite  que  celle  de  l'air,  dans  le  cas  le  plus  favorable, 
celui  de  l'homogénéité. 

La  transparence  de  cette  atmosphère,  du  Soleil  à  Neptune,  serait 
i3o  fois  plus  grande  que  celle  de  l'atmosphère  terrestre.  Les  condi- 
tions physiques,  la  température  seraient  difficilement  acceptables. 
Or  la  limite  de  Poincaré  exige,  pour  la  stabilité  d'un  anneau,  à  la 
distance  de  Neptune  (p..  23),  une  densité  plus  grande  que  3,67  X  10^''', 
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el  la  limite  de  Crudeli  une  densité  double.  L'anneau  formé  serait 
instable,  ne  pourrait  pas  égaliser  ses  vitesses,  ce  qui  est  nécessaire 
pour  expliquer  la  rotation  directe  des  planètes. 

Un  accroissement  de  la  vitesse  de  rotation  du  Soleil  mettrait  lo'--, 
c'est-à-dire  loooo  milliards  de  milliards  d'années  pour  se  transmettre 
à  la  distance  de  Neptune.  Le  temps  nécessaire  pour  l'égalisation  des 
vitesses  à  l'intérieur  des  anneaux  serait  de  même  ordre,  donc 
énorme  (H.  I^oincaré,  p.  29). 

!2L  De  la  figure  des  comètes.  —  La  vitesse  de  rotation  co  de  l'astre 
est  négligeable.  L<'s  surfaces  équipotentielles  sont  données  par 

U  =  Di-f-  Uo=  consi. 

Si  l'on  considère  des  particules  qui  ne  sont  pas  soumises  à  la  répul- 
sion (molécules  gazeuses,  Helmhollz),  cp  =  o,  leurs  surfaces  de  niveau 
sont  allongées  et  de  révolution  autour  de  la  droite  qui  joint  les 
centres.  La  surface  libre  est  terminée  par  deux  points  d'où  les  molé- 
cules s'échappent.  Ce  n'est  pas  le  cas  des  comètes.  Si  l'on  introduit 
une  rotation,  ces  particules  décriront  deux  spirales.  On  aurait  quelque 
chose  d'analogue  aux  nébuleuses  spirales. 

Si  l'on  introduit  la  force  répulsive  de  la  lumière,  qui  agit  sur  les 
particules  de  l'ordre  du  millième  de  micron,  les  surfaces  de  niveau 
sont  encore  de  révolution,  mais  elles  se  limitent  en  avant  de  la  comète 
pour  se  prolonger  en  arrière.  On  a  bien  la  représentation  de  la  tête 
el  de  la  queue  de  la  comète.  On  a  pour  les  distances  maximum  et 
minimum  de  la  surface  lil)re,  Pi  =  distance  du  Soleil,  ta  et  jM  b'S 
masses, 

Cette  surface  libre  se  contracte  en  approchant  du  Soleil,  /■,  et  r-^ 
étant  proportionnels  à  R.  Si  la  surface  libre  arrivait  à  pénétrer  dans 
le  noyau,  la  pesanteur  j  seiait  négative.  \je  noyau  de  la  comète  se 
désagrégerait,  comme  il  est  arrivé  à  la  comète  Biéla.  Si  l'on  suppose 
le  noyau  sphérique  de  densité  p,  rayon  Ro,  la  densité  du  Soleil 
étanlD,  la  condition  de  la  stabilité  de  la  comète  est 

a»  D^^rI'  P>^.8^Xio.. 

Le  (Ici  iiMT  nombre  indique  la  valeur  de  la  deuMlé  à  la  dislance  de  la 
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Terre.  A  la  surface  du  Soleil  il  faudrait  à  la  comète  une  densité 
double  de  celle  du  Soleil  pour  n'être  pas  désagrégée.  Schiaparelli 
déduit  de  là  la  désagrégation  en  essaim  d'étoiles  fdantes  d'un  amas 
de  particules  à  faible  densité  moyenne. 

M.  Charlier  a  considéré  le  cas  où  l'essaim,  toujours  supposé  homo- 
gène et  sphérique,  décrit  une  orbite  circulaire.  Il  trouve  3  au  lieu  de  2 
comme  coefficient  de  la  formule  (4)-  L-  Picart  a  simplifié  la  démons- 
tration de  M.  Charlier  et  l'a  appliquée  au  cas  d'une  particule  exté- 
rieure à  l'essaim. 

Roche  a  considéré  le  problème  statique  de  l'équilibre  des  molé- 
cules de  la  comète.  Bessel  a  étudié  le  problème  dynamique  du  mou- 
vement de  ces  particules  sous  l'action  d'une  force  répulsive.  On  peut 
retrouver  par  des  calculs  élémentaires  les  formules  simplifiées  de 
Bessel,    l'axe  des  x  étant  la  ligne  des  centres  des  deux  astres.  On  a 

1  8  px'^ 

(  3  )  .r  —  -  ?Y<-,         y-  = i"  5 

2  0  ?  '"o 

Y  étant  l'attraction  du  Soleil  à  la  distance  /o  de  la  comète,  p  le  para- 
mètre de  l'orbite  de  celle-ci,  o  le  rapport  de  la  répulsion  à  l'attrac- 
tion. Pour  une  forte  répulsion  l'axe  de  la  queue  sera  sensiblement 
rectiligne  et  dans  le  prolongement  du  rayon  vecteur.  Radau  et  Hep- 
perger  ont  publié  d'autres  formules  plus  complètes  que  celles  de 
Bessel. 

Brédichin  a  établi  qu'il  y  avait  trois  types  de  queues  de  comètes 
répondant  à  trois  valeurs  différentes  de  cp  et  probablement  à  trois 
sortes  de  particules  différentes  qui  correspondent  pour  lui  à  l'hydro- 
gène, au  carbone  et  au  fer. 

Les  particules  qui  quittent  le  noyau,  avec  une  certaine  vitesse, 
décrivent  des  paraboles  d'axes  parallèles  à  la  répulsion,  analogues  à 
celles  des  projectiles.  Leur  enveloppe  (parabole  de  sûreté)  sera  un 
paraboloïde  de  révolution  qui  formera  la  tête  de  la  comète. 

Pratiquement,  l'atmosphère  et  la  tête  de  la  comète  se  forment 
quand  celle-ci  s'approche  du  Soleil,  dès  que  la  température,  réglée 
|)ar  la  distance  et  la  loi  du  rayonnement  de  Stefan,  a  vaporisé  une 
quantité  suffisante  d'hydrocarbures  du  noyau.  Quand  ces  vapeurs 
dépassent  la  surface  libre  de  Roche,  elles  se  condensent  en  gros  ions, 
(jui  sont  alors  refoulés  par  la  pression  de  radiation  et  forment  la 
queue. 
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La  répulsion  de  la  lumière  intervient  encore  pour  chasser  et  équi- 
librer les  particules  de  la  couronne  du  Soleil.  11  suffit  que  leur  dia- 
mètre soit  de  l'ordre  du  micron  pour  que  la  répulsion  puisse  égaler 
l'attraction. 

Un  Soleil  plus  chaud  pourrait  équilibrer  des  particules  plus  grosses 
et  plus  nombreuses,  chasser  même  au  loin  les  particules  de  sa  photo- 
sphère, comme  cela  a  lieu  pour  les  étoiles  réchaufifées  brusquement, 
étoiles  nouvelles.  Le  calcul  montre  qu'une  température  de  Gooco** 
pourrait  é([uilibrer  une  couche  de  particules  d'une  épaisseur  équiva- 
lente à  So"'",  et  cela  à  n'importe  quelle  distance,  car  la  pression  de 
radiation  varie  comme  la  gravitation  suivant  l'inverse  du  carré.  Mais 
l'absorption  des  couches  successives  réduit  la  pression  de  radiation. 
Il  s'établit  une  nouvelle  surface  d'équilibre  à  la  distance  où  elle  rede- 
vient égale  à  l'attraction.  Ce  sera  la  nouvelle  pliotosphère,  la  nouvelle 
surface  visible  des  étoiles géanies. 

H.  Poincaré  indique  qu'on  pourrait  expliquer  les  nébuleuses  spi- 
rales par  un  ellipsoïde  de  Jacobi  allongé,  d'où  la  matière  s'échappe- 
rait par  les  deux  extrémités  (p.  203).  On  a  vu  Chapitre  1,  que  la 
force  centrifuge  ne  serait  ici  jamais  égale  à  l'attraction.  Il  faut  j 
ajouter  la  répulsion  de  la  lumière  dans  le  cas  de  la  fusion  des  deux 
composantes  d'une  étoile  double,  ou  même  la  fusion  de  deux  amas 
d'étoiles. 

'22.  La  figure  de  la  Lune.  Hypothèse  cosmogonique  de  G. -H. 
Dar^/vin.  —  La  vitesse  de  rotation  du  satellite  sur  lui-même  est  égale 
à  sa  rotation  autour  du  corps  central.  Laplace  a  montré  que  la  figure 
d'équilibre  doit  être  un  ellipsoïde  à  trois  axes,  allongé  vers  la  planète. 
L'allongement  serait  très  faible,  i6  et  65'"  pour  la  différence  des  axes. 

Roche  a  fait  la  discussion  complète  dans  le  cas  d'une  masse  homo- 
gène. Elle  est  analogue  à  celle  des  ellipsoïdes  homogènes  (Chap.  I). 
Pour  de  faibles  vitesses  de  rotation,  c'est-à-dire  à  distance  assez 
grande,  il  j  a  deux  figures  d'équilibie  limite,  la  sphère  et  une  aiguille 
circulaire  allongée.  Si  la  distance  diminue,  o)  augmente,  ces  deux 
figures  se  rapprochent  et  se  confondent  dans  l'ellipsoïde  de  bifurca- 
tion de  Jacobi,  où  l'on  a  /i=  0,1871.  C'est  le  maximum  de  /i,  qui 
détermine  celui  de  la  vitesse  de  rotation,  au  delà  de  laquelle  il  n'y  a 
plus  de  figure  ellipsoïdale  possible.  Ce  maximum  serait  atteint  pour 
la    Lune  à  une  distance    do    2,87    layons   terrestres.    A    la   distance 
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iictuelle  60  /',  la  forme  est  voisine  de  la  sphère.  Wichmann,  Schur, 
Hartwig  trouvent  une  déformation  insensible.  Par  l'élude  de  photo- 
graphies prises  à  différentes  phases  de  la  libration,  Franz  a  déter- 
miné un  allongement  de  0,00 1  =t  0,006  (sic). 

Poincaré  et  K.  Schwarzschild  entrepris  ces  résultats.  G. -H.  Darwin 
a  considéré  également  la  déformation  du  corps  principal  sous  l'action 
du  satellite,  pensant  aboutir  à  une  figure  pirifornie  et  un  dédouble- 
ment, mais  le  résultat  fut  négatif. 

G. -H.  Darwin  a  étudié  aussi  l'évolution  possible  de  l'orbite  de  la 
Lune,  et  même  sa  formation  par  dédoublement  de  la  Terre,  dans 
l'hypothèse  où  le  freinage  dû  aux  marées  aurait  une  action  sensible 
sur  la  rotation  de  la  Terre.  Le  moment  de  rotation  du  système  Terre- 
Lune  serait  resté  constant.  On  trouve  facilement  que  les  deux  astres 
auraient  eu  même  vitesse  de  rotation  à  une  distance  de  2,5  rayons 
terrestres,  rotation  en  5  heures  36  minutes.  C'est  une  distance 
minimum.  Pour  que  la  Lune  ait  pu  se  détacher,  Darwin  admet  une 
résonance  des  marées  produites  par  le  Soleil,  qui  auraient  allongé  la 
Terre  dans  cette  direction.  Mais  cet  allongement  de  la  Terre  exige  un 
éloignement  plus  considérable  encore  de  la  Lune,  pour  conserverie 
moment  cinétique  constant.  Il  ne  semble  pas  possible  de  faire  naître 
la  Lune  par  fractionnement. 

23.  Les  figures  annulaires.  Les  anneaux  de  Saturne.  —  Laplace 
pose  les  équations  de  l'équilibre  d'un  anneau  fluide,  la  section  est 
elliptique  et  peut  avoir  un  ou  deux  aplatissements,  comme  les  ellip- 
soïdes de  Maclaurln.  Sa  position  est  instable.  Un  anneau  solide  tom- 
berait sur  la  planète. 

Hlrn  montre  que  l'action  des  satellites  de  Saturne  briserait  l'an- 
neau, à  moins  de  lui  supposer  une  rigidité  supérieure  à  celle  de  tous 
les  corps  connus. 

Maxwell  fixe  une  limite  supérieure  de  la  densité  moyenne  de  l'an- 
neau, qu'il  soit  liquide  ou  composé  de  particules  séparées,  on  a 

(6)  4iT:p  <  '^• 

"4 

Il  en  conclut  que  la  densité  doit  être  plus  petite  que  le  1  I  3oo  de  celle 
de  la  planète  et  qu'il  ne  peut  pas  être  liquide. 

Il  considère  alors  un  anneau  composé  de  p  particules  disposées 
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sur  un  cercle.  11  établit  les  équations  du  mouvement  de  ces  particules, 
soit  2/>  équations  différentielles  linéaires  et  homogènes,  en  fonction 
des  écarts  de  /•  et  9  avec  le  mouvement  circulaire  normal,  puis  il 
détermine  une  solution  particulière  périodique,  qui  permette  de 
limiter  ces  écarts.  La  condition  à  remplir  pour  que  ces  écarts  restent 
petits  est 

(7)  fJi/>3^'2,3         ou  m/>2<M,3, 

où  a  est  la  masse  de  l'une  des  particules  et  m  celle  de  l'anneau,  la 
masse  de  Saturne  étant  i.  Henri  Poincaré  fait  remarquer  que  sous 
cette  forme  p  ne  peut  pas  devenir  très  grand,  autrement  la  masse 
tend  vers  zéro,  et  propose  de  considérer  un  anneau  de  section  finie 
[HypotlK'ses  cosmogojiiques^  p.  4')-  Mais  si  l'on  suppose  les  parti- 
cules sphériques,  de  même  densité  que  la  planète,  les  rayons  étant  / 
et  R,  si  d  est  la  distance  des  particules  sur  l'anneau  de  rayon  D,  la 
condition  devient 

r3   D^  rf  D 

(8)  (27r)«—  —  <7.,3  ou  —  >-,,.38-- 

Le  rayon  de  l'anneau  intérieur  de  Saturne  est  égal  à  i  ,48  fois  celui 
de  la  planète.  Il  suffit  pour  la  stabilité  que  la  distance  moyenne  des 
particules  dépase  3,52  fois  leur  diamètre;  pour  l'anneau  extérieur  d 
faut  5,35,  car  D  ■=■  2,25  R.  Avec  la  même  condition  (8)  les  anneaux 
de  Laplace  auraient  été  stables  et  n'auraient  jamais  formé  de  planète 
l'A.  Véronnet). 

L'étude  de  la  forme  extérieure  des  anneaux  a  été  reprise,  avec  une 
méthode  plus  rigoureuse  que  celle  de  Laplace,  par  M""®  Kowalewski. 
Elle  développe  en  série  le  potentiel  de  l'anneau,  celui  de  la  planète, 
celui  de  la  force  centrifuge,  et  détermine  les  conditions  des  surfaces 
équipotentielles  avec  ou  sans  corps  central. 

Poincaré  s'est  occupé  de  la  question  à  la  suite  des  travaux  de 
M""^  Kowalewski.  Il  étudie  aussi  le  problème  de  deux  anneaux  indé- 
pendants l'un  de  l'autre.  C'est  cette  étude  qui  l'a  amené  à  celle  des 
ellipsoïdes  homogènes  et  des  figures  dérivées. 

Levi-Civita  a  étudié  les  formes  les  plus  générales  de  lignes  maté- 
rielles et  Tisserand  le  cas  de  l'anneau  creux. 

Rant  a  expliqué  la  formation  de  l'anneau  de  Saturne  par  l'accrois- 
sement de  la  rotation  de  la   planète,   dû  à   la  contraction.   C'est  la 
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théorie  classique.  Mais  dans  une  masse  tournant  tout  d'une  pièce,  la 
force  centrifuge  n'arrive  pas  à  égaler  l'attraction.  Il  faut  admettre  que 
les  parties  qui  ont  formé  l'anneau  tournaient  déjà  plus  vite  que  la 
planète,  et  provenaient  d'une  sorte  de  satellite  incorporé  à  l'atmo- 
sphère, ou  à  la  surface  équatoriale.  On  constate,  sans  doute  pour  la 
même  raison,  que  sur  le  Soleil  et  sur  Jupiter  la  zone  équatoriale 
tourne  plus  vite  que  le  reste. 

CHAPITRE  IV. 

ÉQIIILIBUE    DYNAMIQUE    DE    l.''UNIVEUS    ET    DES    SYSTÈMES    STEI.l.  AI  KES. 
LES    COS.MOGONIES. 

La  Mécanique  céleste  a  résolu  le  problème  des  mouvements  et  des 
«étions  mutuelles  du  système  solaire,  planètes  et  comètes.  Le  même 
problème  se  pose  pour  l'ensemble  de  l'Univers.  On  a  étudié  le  cas 
<le  l'équilibre  et  de  l'évolution  de  systèmes  finis  et  isolés,  et  aussi  le 
cas  général  de  l'ensemble  de  l'Univers.  Les  auteurs  de  cosmogonie 
n'ont  étudié  en  général  que  le  problème  restreint  d'un  système  isolé. 
Dans  ces  différents  cas  les  auteurs  se  sont  placés  de  même  à  deux 
points  de  vue  distincts,  ils  ont  étudié  ou  l'état  final  (équilibre  per- 
manent), ou  bien  l'état  initial  des  vitesses.  Enfin  se  posent  les  pro- 
blèmes de  la  condensation  des  masses  en  étoiles  et  de  l'origine  des 
mouvements  de  rotation  des  planètes. 

!24.  Univers  fini  ou  infini.  La  loi  de  gravitation  reste  applicable.  — 
Une  masse  sphérique,  homogène,  finie,  formée  de  particules  immo- 
biles se  concentrerait  en  bloc  au  bout  du  temps 

où  r  est  le  rayon,  m  la  masse  et  o  la  densité.  Le  temps  ne  dépendrait 
que  de  la  densité,  de  la  densité  moyenne  dans  une  masse  hétérogène. 
Un  Univers  limité,  quel  que  soit  son  rayon,  ayant  la  densité  moyenne 
des  étoiles,  ou  une  nébuleuse  de  même  densité,  se  serait  condensé 
en    lo  millions  d'années  environ.  C'est  trop  peu. 

Si  les  masses  sont  en  mouvement  la  force  vive  peut  contre-balaiicer 
l'attraction,  mais,  pour  un  rayon  égal  à  quelques  millions  d'années  de 
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lumière,  il  faudrait  des  vitesses  de  l'ordre  tnême  de  celle  de  la 
lumière,  ce  qui  est  admis  comme  physiquement  impossible.  Il  fau- 
drait de  plus  expliquer  ces  vitesses. 

Mais  si  l'Univers  est  infini,  Wundt  et  Seeliger  remarquent  que 
l'attraction  serait  infinie  en  chaque  point,  Borel  que  la  résultante  du 
moins  pourrait  être  complètement  indéterminée.  Le  problème  dyna- 
mique de  l'équilibre  serait  également  indéterminé. 

Cependant  si  l'attraction  peut  être  indéterminée  mathématique- 
ment ou  théoriquement,  elle  est  toujours  bien  déterminée  pratique- 
ment et  réellement  en  chaque  point.  De  plus  nous  ne  connaissons 
que  des  mouvements  relatifs,  qui  seuls  ont  un  sens  pour  nous.  Ils  ne 
dépendent  que  des  variations  du  potentiel  et  de  l'attraction  autour  du 
centre  de  référence,  c'est-à-dire  uniquement  de  la  répartition  des 
masses  environnantes.  Tous  les  mouvements  dans  une  région,  aussi 
étendue  qu'on  voudra,  seront  donc  fonction  de  la  connaissance  des 
masses  de  cette  région  et  des  autres  régions  qui  l'entourent. 

D'ailleurs  la  théorie  delà  relativité  attribue  une  courbure  à  l'espace 
et  une  limite  à  notre  Univers,  si  la  densité  moyenne  dépasse  une  cer- 
taine limite,  qui  paraît  atteinte,  d'après  Lémeray,  Eddington,  etc. 
Nous  ne  pourrions  pas  voir  les  étoiles,  ni  sentir  leur  action,  au  delà 
de  cette  limite.  L'Univers  peut  être  infini,  mais  relativement  à  nous 
il  reste  fini.  Les  limites  de  notre  Univers  d'ailleurs  seraient  relatives 
à  l'observateur  et  voyageraient  avec  lui. 

Charlier,  Mac  Millau,  Borel  ont  d'ailleurs  uiontré  que  l'on  pouvait 
imaginer  une  constitution  de  l'Univers  telle  que  la  densité  moyenne 
et  l'attraction  résultante  de  l'enseuible  y  seraient  nulles. 

J'ai  montré  de  plus  que  l'objection  suppose  que  l'attraction  se  pro- 
page avec  une  vitesse  infinie,  ou  depuis  un  temps  infini.  Elle  se  pro- 
page probablement  avec  la  vitesse  de  la  lumière  et  l'attraction  des 
étoiles  n'a  atteint  qu'une  distance  finie  depuis  leur  formation.  De  plus 
comme  l'intensité  de  la  gravitation  diminue  indéfiniment  avec  la  dis- 
tance il  arrive  un  moment  où  elle  est  nulle  physiquement,  où  elle 
n'exerce  plus  d'action  réelle. 

Limite  de  relativité,  limite  de  |n'oj)agation,  limite  d'action  phy- 
sique, ces  trois  limites  déterminent,  dans  l'Univers  indéfini,  les 
bornes  de  notre  Univers.  L'attraction  en  chaque  point  reste  parfaite- 
ment déterminée  et  finie.  Le  problème  de  l'équilibre  mécanique  est 
lui-même  parfaitement  déterminé. 
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25.  Le  problème  cosmogonique  restreint.  Équilibre  et  évolution 
d'un  système  isolé.  Les  théories  cosmogoniques.  —  Laplace,  dans 
son  hjpollu";se,  considère  un  Soleil  déjà  toiLenienl  condensé,  entouré 
d'une  almosphère  très  étendue.  En  remontant  plus  haut  on  trouverait 
un  Soleil  plus  dilaté,  se  diffusant  dans  son  almosphère,  pour  ne  plus 
former  qu'une  vaste  nébuleuse.  (Entait  la  conservation  des  moments 
exige  une  forte  condensation,  voir  n"  20.)  Toutes  1rs  autres  étoiles 
auraient  formé  primitivement  autant  de  nébuleuses.  Auparavant  il 
n'y  avait  plus  que  la  nébuleuse  primitive  indéfinie. 

Tous  les  auteurs  de  cosmogonie  après  Laplace  ont  admis  que  la 
nébuleuse  primitive  s'était  d'abord  fractionnée  en  nébuleuses  isolées, 
dont  chacune  avait  évolué  indépendante,  pour  former  finalement 
autant  d'étoiles  et  de  systèmes  solaires.  Ils  étudient  l'évolution  d'un 
système  isolé,  déjà  individualisé,  en  particulier  avec  son  moment  de 
rotation.  C'est  le  problème  cosmogonique  restreint.  La  solution  géné- 
rale s'obtient  en  étendant  à  l'ensemble  (^ette  solution  très  particulière. 
Il  n'est  pas  certain  que  cette  méthode  soit  rigoureuse. 

Faye  considère  que  le  Soleil  provient  d'une  nébuleuse  sensiblement 
sphérique  et  homogène  à  rotation  lente.  Il  a  précisé  l'étal  physique 
du  milieu  en  montrant  que  la  niasse  du  Soleil,  répartie  dans  sa  sphère 
d'action,  donnait  une  densité  tellement  faible  que  la  matière  n'était 
|)lus  un  gaz,  mais  un  ensemble  de  molécules  presque  isolées,  à  la  tem- 
pérature du  zéro  absolu.  Le  mot  de  température  même  a-t-il  un  sens 
pour  cet  état  de  diffusion  extrême  ?  A  l'intérieur  de  la  nébuleuse  la 
pesanteur  croît  proportionnellement  à  la  distance  au  centre.  Les  par- 
ticules donneront  des  anneaux  qui  tourneront  en  bloc  et  les  planètes 
qui  en  proviendront  tourneront  dans  le  sens  direct.  Il  n'y  a  pas  besoin 
d'hypothèse  supplénumlaire  pour  expliquer  ce  fait.  C'est  un  avantage 
sur  l'hypothèse  de  Laplace.  Mais  la  difficulté  tirée  de  la  grandeur  du 
moment  cinétique  est  encore  plus  grave  ici. 

Les  particules  non  équilibrées  par  la  force  centrifuge  se  condensent 
vers  le  centre.  La  formule  de  la  force  se  modifie.  On  a 

t  2  j  1"  =  — -  -t-  or. 

/■- 

Au  début  a  =  o  on  a  des  ellipses  concentriques,  puis  a  augmente  et 
b  diminue,  P^inalement  b  devient  nul,  on  a  des  ellipses  képlériennes. 
Quand  a  est   devenu  prépondérant  on  a   eu   des   planètes  à  rotation 
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rétrograde,  comme  Neptune  et  Uranus.  Dans  la  concentration  la 
masse  attractive  augmente,  les  grands  axes  diminuent.  Faye  démonti-e 
que  les  orbites  circulaires  le  restent. 

Les  trajectoires  déterminées  par  la  loi  de  Faye  ne  sont  pus  des 
ellipses.  M.  Maillard  a  étudié  une  loi,  qui  donne  des  ellipses,  où  le 
centre  d'attraction  se  trouve  entre  le  centre  de  relli[)se  et  son  fojer, 
et  se  rapproche  do  l'un  ou  de  l'autre  suivant  la  valeur  des  paramètres 
a  et  ^, 

—  [J.  m  r 


(3) 


i^^-^^^/r-^-a-^y 


Cette  formule  rentre  naturellement  dans  celles  d'Halphen  et  de  Dar- 
boux. 

Le  colonel  du  Ligondès  admet  également  au  début  une  nébuleuse 
sensiblement  homogène  et  légèrement  ellipsoïdale.  En  outre  les  mou- 
vements des  molécules  s'y  font  en  tout  sens,  comme  dans  un  gaz,  de 
façqn  à  équilibrer  l'attraction.  11  y  a  seulement  une  légère  prédomi- 
nance des  mouvements  autour  d'un  axe,  de  façon  à  réaliser  le  moment 
cinétique  du  système  solaire.  Les  chocs  non  élastiques  diminuent  les 
vitesses  et  provoquent  la  concentration.  L'aplatisseuient  commencé 
s'accentue.  Le  reste  comme  dans  Faye. 

H.  Poincaré  démontre,  à  propos  de  cette  hypothèse,  que.  dans  une 
masse  gazeuse  entièiement  libre,  la  distribution  des  vitesses  satisfait 
encore  à  la  loi  de  Maxwell,  c'est-à-dire  répartition  au  hasard  et  é(pii- 
partition  de  l'énergie,  pour  les  molécules  de  masses  diiréi'eutes 
{^Hypothèses  cosrnogoiii<j nés ^  p.  iio).  La  démonstration  vaut  pour 
les  étoiles  d'un  amas. 

M.  Helot  et  M.  l'abbé  Moreux  ont  déduit  tous  deux  l'origine  du 
système  planétaire  d'un  Soleil  primitif,  animé  d'un  mouvement  de 
rotation  et  pénétrant  dans  une  nébuleuse.  On  obtient  un  épanouisse- 
ment en  spires,  dont  les  éléments  formeront  les  planètes.  En  plus 
grand  on  aurait  une  nébuleuse  spirale. 

M.  Belot  trouve  dans  le  système  solaire  des  iclalions  empiriques 
intéressantes  entre  les  difïérents  éléments  des  planètes  et  de  leurs 
orbites.  Il  les  explique  dans  son  hypothèse.  Mais  il  est  bien  dillicile 
de  croire  qu'elles  datent  de  lorigine  du  système.  Une  très  faible 
résistanc(;  de  milieu  par  exemple  aurait  pu  modifier  considérablement 
les  distances  et  surtout  leurs  rapports.  Ces  auteurs  n'essaient  pas  non 
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}tlii.s  (l'expliquer  l'origine  du  momeul  cinétique  de  rolalion,  qui  est 
un  invariant  du  système  d('[)uls  qu'il  est  isolé,  et  un  élément  méca- 
nique essentiel,  plus  que  tous  les  autres  détails. 

Ciliamberlin  et  Moultou  ont  repris  la  théorie  des  marées  de  Darwin 
<ii  faisant  interviMiir  raclion  d'un  corps  troublant  passant  dans  le 
s^sténle  solaire.  .1.  See  a  développé  la  théorie  de  la  capture,  grâce  à 
la  résistance  d'un  milieu  résistant,  théorie  qui  peut  s'appliquer  aux 
satellites,  ou  du  luoiiis  aux  plus  éloignés  (H.  l*oincaré). 

'2,6.  Hypothèse  de  l'état  final  ou  de  l'équilibre  permanent.  — 
Ouelles  que  soient  les  vitesses  primitives  des  astres,  ou  celles  que  leur  a 
donné  la  gravitation,  au  bout  d'un  temps  très  long  il  y  aura  brassage 
intime  des  éléments,  et  l'élal  d'équilibre  lendra  (inalement  vers  celui 
d'une  masse  gazeuse  (lord  Kelvin,  H.  Poincaré,  etc.).  Cette  concep- 
tion a  été  appliquée  à  l'enseuible  d<'  THnivers,  à  la  Voie  I^actée,  aux 
amas  d'étoiles. 

L'Univers  connu  csi  consiitiié  par  la  V Oie  Lactée,  formée  unique- 
ment d'étoiles;  par  les  amas  globulaires,  condensés  sur  ses  flancs; 
et  par  les  nébuleuses  spirales,  qui  sont  complètement  en  dehors 
d'elle.  Les  mouvements  des  amas  se  font  nettement  vers  la  Voie  Lac- 
tée, ceux  des  nébulcMises  spirales  en  sens  contraire.  Il  n'y  a  rien  qui 
ressemble  à  une  répartition  au  hasard  des  vitesses  ou  des  formes. 

Poinearé  applique  riiypothése  à  la  Voie  Lactée.  En  supposant  un 
ensemble  sphérique  et  homogène  l'attraction  est  proportionnelle  à  la 
<listance  au  centre.  I^es  trajectoires  sont  toutes  des  ellipses  décrites 
dans  le  même  temps.  Cette  période  commune  est  inverse  de  la  racine 
carrée  de  la  densité.  Pour  une  Voie  Lactée,  composée  d'un  milliard 
d'étoiles,  elle  serait  de  l'ordre  de  loo  millions  d'années.  Le  parcours 
moyen  de  chaque  étoile,  sans  collision,  serait  d'ailleurs  beaucoup 
plus  grand  que  le  diamètre  de  la  Voie  Lactée.  La  stabilité  serait  très 
grande.  Une  étoile  ne  passerait  au  voisinage  d'une  autre,  à  une  dis- 
lance minimum  égale  à  celle  de  Neptune  au  Soleil,  que  tous  les 
.5ooo  ans  environ,  d'après  J.-H.  Jeans.  Les  collisions  ne  pourraient 
pas  expliquer  la  fréquence  des  étoiles  nouvelles.  Si  l'ensemble  est 
ellipsoïdal,  on  aurait  sensiblement  les  mêmes  résultais.  Il  suffirait 
d'admettre  une  très  lente  rotation,  un  tour  en  .^oo  millions  d'années 
pour  ex|)liquer  son  aplatissement. 

La  loi  de  l'équipartition  de  l'énergie,  ou  du  moins  la  variation  des 
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vitesses  en  sens  inverse  des  masses,  paraît  se  vérifier  pour  les  étoiles 
voisines  de  nous.  La  réparlilion  des  vitesses  au  hasard  ne  l'esl  certai- 
nement pas.  Kobold  montre  déjà  en  1897  que  les  mouvements  propres 
stellaires  sont  caractérisés  par  une  prédilection  pour  certaines  direc- 
tions toutes  parallèles  au  plan  de  la  Voie  Lactée.  Ceci  a  été  généralisé 
et  mis  hors  de  doute  par  Kaptejn,  pour  l'ensemble  des  étoiles,  par 
d'autres,  pour  tous  les  amas  d'étoiles  dont  les  mouvements  propres 
sont  sensibles.  Kaptejn  en  a  déduit,  comme  interprétation  physique, 
l'existence  de  deux  courants  d'étoiles,  mélangés  et  de  directions  oppo- 
sées. Schwarzschild  en  a  conclu  plus  simplement  que  la  loi  de 
répartition  des  vitesses,  en  chaque  point  de  l'espace,  devait  être 

où  A"  ^  o  indique  une  prédominance  dans  une  direction,  A'  ==  o 
donne  la  loi  de  Maxwell,  formule  de  Gauss.  Cette  seconde  hypothèse 
(répartition  ellipsoïdale  des  vitesses)  semble  rendre  mieux  comptr 
des  observations. 

Pour  un  amas  isolé,  H.  Poincaré  montre  que  l'on  a  l'équation  du 
viriel  V  de  Clausius,  dans  le  cas  de  l'équilibre  permanent, 

(5)  9.T  +  N=«         ou  «T  — VV  =  o, 

car  V  =  —  V\  (énergie  potentielle)  dans  le  cas  de  la  gravitation 
(T=  énergie  cinétique).  La  conservation  de  l'énergie  donne  f.n 
outre 

(6)  T-W  =  To-T,,-W„=C. 

où  Tq  et  W,)  sont  l'énergie  cinétique  et  potentielle  initiales,  T^  l'éner- 
gie cinétique  perdue  par  les  chocs,  ou  le  frottement  du  milieu. 
Si  l'amas  estsphérique  et  homogène  ou  a  de  plus 

dans  le  cas  d'une  concentration  maxiuuim,  densité  en  raison  inverse 
du  carré  de  la  distance  (IIj'p.  rosm.,  p.  201  ). 

L'équation  (5)  montre  que,  dans  l'équilibre  permanent,  l'énergie 
cinétique  est  égale  à  la  moitié  de  l'énergie  totale  produite  par  la 
concentration  au  rayon  R.  Cette  condition  se  trouve  réalisée  si  toutes 
les  trajectoires  sont  circulaires,  quelle  que  soit  la  loi  des  densités.  Si  la 
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répartilion  des  vitesses  est  quelconque,  on  ne  sait  pas  quelle  est  la  loi 
des  densités,  et  s'il  j  en  a  une  qui  permet  de  la  réaliser.  Eddington 
a  étudié  quelle  devait  être  la  répartition  des  vitesses  pour  que  la 
densité  soit  uniforme. 

Un  amas,  où  toutes  les  étoiles  seraient  primitivement  au  repos, 
prendrait,  dans  l'équilibre  permanent,  un  rayon  moitié  moindre,  s'il 
n'y  a  pas  de  perte  de  force  vive  dans  la  concentration.  Si  l'on  a  pour 
l'énergie  cinétique  tolale  u  T  ^  W,  l'amas  se  dilate.  11  se  contracte 
dans  le  cas  contraire. 

Zeipel  calcule  que,  d'après  la  densité  des  étoiles  dans  les  amas,  les 
vitesses  intérieures  atteindraient  loo  km  :  sec.  Or  on  n'a  observé 
aucun  déplacement  par  rapport  au  centre  dans  les  amas.  Ceux-ci, 
comme  la  Voie  Lactée,  semblent  donc  i)ien  loin  de  leur  concentra- 
tion finale,  correspondant  à  l'équilibre  permanent. 

27.  Hypothèse  de  l'état  initial.  — •  Nous  sommes  certainement  très 
loin  de  l'état  initial  des  astres,  ou  de  leur  formation,  la  condensation 
des  étoiles  étant  achevée,  mais  nous  pouvons  être  très  près  de  l'étal 
initial  des  positions  des  astres,  dont  la  condensation  en  amas,  ou  en 
systèmes,  est  loin  de  l'état  final  et  paraît  même  à  peine  ébauchée.  Au 
point  de  vue  calorifique  à  l'intérieur,  la  Terre  par  exemple  est  très 
voisine  de  l'élat  initial  [voir  n"  31). 

Les  distances  des  étoiles  sont  en  eflfet  très  grandes  et  leurs  actions 
tendent  à  s'équilibrer.  De  plus  si  l'on  remonte  à  l'état  primitif  de  la 
nébuleuse,  sa  cond(nisation  en  étoiles  et  en  amas  s'explique  par  les 
écarts  locaux  de  la  densité  au-dessus  de  la  moyenne.  D'après  le  calcul 
des  probabilités,  l'excès  moyen  de  densité  d'un  amas  de  n  étoiles  sera 
yn  fois  plus  petit  que  celui  qui  a  donné  naissance  à  une  étoile.  Le 
temps  exigé  pour  la  condensation  d'un  amas  sera  donc  plus  long  que 
pour  une  étoile,  plus  lenie  encore  sera  la  condensation  d'une  Voie 
Lactée. 

L'hypothèse  de  l'état  initial  suppose  un  milieu  quelconque,  non 
parfaitement  homogène,  composé  d'éloilcsau  repos.  Dans  une  région 
étendue  autour  d'un  point,  le  champ  d'attraction,  non  nul,  estsensi- 
blcnienl  uniforme  en  première  approximation.  Toutes  les  étoiles  y 
prennent  d(\s  vitesses  égales  et  parallèles.  On  a  bien  de  véritables 
courants  d'étoiles. 

S'il  y  a  une  condensation  d'ensemble,  formant  un  ellipsoïde  aplati 
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comme  la  Voie  Lactée,  ces  courants  seront  bien  dirigés  parallélemcnl 
au  plan  général.  S'il  se  trouve  dans  une  région  un  accroissement  de 
densité,  les  étoiles  environnantes  éprouveront  un  mouvement  de  con- 
centration, qui  sera  l'amorce  d'un  amas  stellaire.  L'observation 
montre  que  ces  vitesses  de  concentration  sont  très  faibles,  même  dou- 
teuses. L'amorçage  est  à  peine  commencé. 

Roche  et  Scliiaparelli  ont  montré  qu'unamas  de  particules,  soumis 
à  l'action  d'un  centre  d'attraction  éloigné,  s'allonge  dans  celle  direc- 
tion. Dans  un  milieu  homogène  au  contraire,  où  l'attraction  croît 
avec  la  distance,  le  calcul  montre  qu'un  amas  doit  s'aplatir  suivant 
cette  direction.  L'observation  montre  que  tous  les  amas  de  la  Voie 
Lactée  sont  aplatis  normalement  à  son  plan.  L'action  d'ensemble  est 
nette,  mais  seulement  ébauchée. 

Cette  action  donne  également  ainsi  aux  étoiles  un  mouvement 
préférentiel  parallèle  au  plan  de  la  Voie  Lactée,  et  conforme  à  l'hypo- 
thèse ellipsoïdale  de  Schwarzschild,  rendant  inutiles  les  deux 
courants  de  Kaplejn,  qui  supposaient  une  compénélration  com- 
mencée des  étoiles.  L'hypothèse  de  l'état  initial  pour  les  positions  et 
les  vitesses  des  étoiles  paraît  beaucoup  plus  près  de  la  réalité  que 
l'hypothèse  de  l'état  final. 

28.  Le  problème  cosmogonique  généraL  Passage  de  l'homogène  à 
l'hétérogène.  —  Le  problème  cosmogonique  suppose  les  atomes 
formés,  pour  en  former  les  étoiles,  comme  la  géologie  suppose  la 
Terre  toute  formée,  pour  étudier  la  formation  des  couches  sédimen- 
taires  à  sa  surface.  Avant  la  condjinaison  des  particules  électriques 
qui  forment  les  atomes,  la  matière  n'existait  pas,  ni  la  gravitation. 

Ces  atomes  pouvaient  être  en  repos  ou  en  mouvement.  S'ils 
étaient  en  mouvement  leurs  vitesses  étaient  abandonnées  au  hasard. 
On  ne  peut  pas  leur  donner  des  mouvements  d'ensemble  arbitraires, 
qui  isoleraient  des  lambeaux  en  nébuleuses  élémentaires,  à  évolution 
indépendante,  comme  on  l'a  fait  dans  le  pix)blème  cosmogonique  res- 
treint et  dans  les  cosmogonies  particulières. 

Ces  vitesses  ont  pu  faire  obstacle  à  la  condensation  d'après  les 
formules  (5)  et  (6),  mais  elles  s'aniortissent  progressivement  par  les 
chocs  (Poincaré,  p.  35).  De  plus,  les  électrons  lil)res  condensent  les 
molécules  en  gros  ions  et  en  parliculcp  météoriques,  comme  ils  con- 
densent la  vapeur  d'eau  en  brouillard,  dans  un  air  saturé.  Le  calcul 
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des  probabilités  inonlre  que  la  vilesse  moyenne  d'une  particule  ainsi 
formée  sera  égale  à  celle  d'une  molécule,  divisée  par  i\jn.  Elle 
devient  sensiblement  nulle  pour  les  fines  poussières  météori(jues.  La 
condensation  des  étoiles  n'a  peut-être  couimencé  qu'après  la  forma- 
tion de  ces  poussières. 

On  ne  peut  faire  aucune  hypothèse  sur  le  milieu  primitif,  sauf 
qu'il  n'était  pas  mathématiquement  homogène.  Alors  toute  région  de 
maximum  de  densité  y  constitue  un  centre  d'attraction.  Le  calcul 
montre  comment  ces  centres  vont  condenser  toute  la  matière  située 
dans  leur  sphère  d'attraction,  limitée  chacune  par  les  centres  voisins. 
Au  lieu  de  se  fractionner  en  nébuleuses  distinctes,  le  milieu  nébu- 
laire  s'est  condensé  directement  en  étoiles,  puis  celles-ci  en  amas 
(A.  Véronnet). 

Dans  un  milieu  de  densité  p,  si  l'on  suppose  une  masse  addition- 
nelle Art,  l'attraction  exercée  sur  une  molécule,  située  primitivement 
à  une  distance  r  et  venue  en  x  sera  accrue  de  toute  la  masse  comprise 
entre  x  et  /•  et  sera 

(9)  TTTT  ==-/-.-  i.^/? 


Le  temps  mis  par  la  masse  M,  contenue  dans  la  sphère  de  rayon  r, 
pour  se  concentrer  sur  ///,  est  donné  par  la  foruude 

(lo)  h-  =  — e=*'+',         a2=4~/p, 

exacte  à  0,000 1  pi  es  dès  que  M  dépasse  to  fois  m.  Cette  formule 
s'applique  à  la  condensation  des  amas,  comme  à  celle  des  étoiles.  La 
vitesse  uioyenne  des  amas  serait  10  à  p.o  fois  celle  des  étoiles,  comme 
on  le  vérifie.  Le  temps  est  inversement  proportionnel  à  la  racine 
carrée  de  la  densité  p  du  milieu. 

L'amorçage  peut  être  très  long.  Avec  la  densité  probable,  indiquée 
par  celle  des  étoiles,  une  molécule  d'hydrogène  en  plus  aurait  mis 
environ  \v>o  millions  d'aunées  pour  concentrer  une  masse  égale  à 
celle  de  la  Terre.  Après  aiuoi  cage,  la  condensation  des  999  luillièmes 
du  reste  de  la  mas^e  ne  dépend  plus  de  l'exccs  de  niasse  primitif.  Il 
suffit  alors  de  20  millions  d'années  pour  obtenir  une  niasse  égale  à 
celle  du  Soleil.  I.a  vitesse  de  rluite  linale  est  sensiblement  la  même 
que  si  l'ensemble  avait  été  isolé  du  milieu  dés  le  début. 
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29.  Formation  des  systèmes  planétaires  et  des  systèmes  stellaires. 
A.  Véronnet.  Résistance  du  milieu.  —  Kant,  encore  étudiant  lithua- 
nien à  Kœnigsberg,  a  abordé  le  pioblènie  cosmogonique  général, 
mais  sans  la  vérification  d'aucun  calcul.  11  n'a  pas  tenu  compte  des 
vitesses  des  molécules  pouvant  s'opposer  à  la  condensation,  de  plus 
le  moment  cinétique  de  chaque  système  doit  être  nul,  comme  le 
remarque  M.  Poincaré,  page  2. 

Pour  résoudre  ce  pzoblème  il  fallait  déterminer  les  actions  qui 
[)euvent  donner,  à  des  portions  de  systèmes,  des  moments  cinétiques 
non  nuls  et  suffisants,  |)uis  régulariser  les  trajecloires  obtenues  pour 
les  rendre  circulaires. 

Dans  le  problème  cosmogonique  des  trois  corps,  les  trois  corps 
partant  du  repos,  l'un  d'eux  va  tourner  dans  un  sens  autour  d)u 
centre  de  gravité  commun  et  les  deux  autres  dans  l'autre  sens.  11  y 
a  une  configuration  initiale,  qui  donne  des  moments  cinétiques 
maximum. 

Dans  un  milieu  stellaire  en  formation  l'action  des  centres  voisins 
produit  également  des  déviations,  qui  se  traduisent  finalement  par 
des  moments  cinétiques.  J'ai  montré  que  dans  notre  milieu  les  parti- 
cules assez  rapprochées  tombant  sur  le  Soleil  avaient  pu  acquérir  un 
moment  de  rotation  suffisant  pour  les  faire  passer  à  une  distance  péri- 
hélie égale  à  i6.  Le  rayon  de  giration  du  système  planétaire  étant 
6,55  on  dispose  d'un  uioment  plus  que  suffisant,  pour  expliquer  cet 
invariant  du  système.  11  doit  y  avoir  d'autres  systèmes  planétaires  et 
cométaires,  correspondant  aux  diflérentes  étoiles  perturbatrices, 
dont  la  somme  des  moments  de  rotation  est  nulle.  Leur  masse  totale 
serait  même  beaucoup  plus  grande  que  celle  du  Soleil.  S'il  y  a  un 
centre  secondaire  de  condensation  on  aura  une  étoile  double. 

Le  calcul  montre  que,  pour  un  ensemble  de  particules  passant  au 
périhélie,  le  moment  de  rotation  total  est  plus  grand  que  le  moment 
de  la  quantité  de  mouvement  du  centre  de  gravité.  Le  mouvement  de 
rotation  des  particules,  condensées  en  planètes,  doit  donc  être  direct 
en  général,  sans  qu'il  soit  besoin  d'hypothèse  spéciale. 

Les  particules  tomberaient  d'abord  suivant  une  trajectoire  très 
allongée.  La  résistance  du  milieu  a  pour  effet  de  rendre  ces  trajec- 
toires circulaires  comme  l'a  montré  See.  J'ai  montré  que  dans  le  cas 
où  cette  résistance  est  due  à  la  rencontre  de  particules  immobiles, 
avec  une  densité  inverse  du  carré  de  la   distance,  ce  qui  est  le  cas 
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iuiLour  d'un  astre  en  condensation,  on  peut  résoudre  complètement 
le  problème.  La  formule  suivante  donne  la  relation  entre  le  para- 
métre de.  la  conique,  le  grand  axe,  l'excentricité  et  la  masse  de 
l'astre,  les    indices    i     représentent    les    valeurs  initiales,    a    est   un 

1       3 
paramètre   indéterminé  mais    compris  entre  d'étroites  limites  :^  et -5 

'  *  i  i\ 

p        a{}  —  e^  )        m-,        le 
(11)  ^    —  —  —  ' 


P\  P\  m'-        \e 

(^uand  l'excentricité  sera  devenue  o,  i  la  masse  sera  de  2,  16  à 
2,37  fois  la  valeur  primitive  et  le  grand  axe  les  0,22  à  0,26  du 
paramètre  primitif.  11  suffira  que  ce  paramètre  ait  été  compris  entre 
14  et  l 'j  pour  donner  finalement  un  grand  axe  de  6,5  égal  au  rayon 
de  giration  moyen  des  planètes.  Ces  formules  permettent  de  déter- 
miner également  le  temps  et  le  nombre  de  révolutions.  Les  dislances 
des  planètes  n'ont  pas  pu  varier  beaucoup  sans  qu'elles  se  soient 
rencontrées. 

Les  planètes  proviendraient  ainsi  d'un  lambeau  de  la  nébuleuse 
entourant  le  Soleil  primitif,  lambeau  qui  aurait  été  dévié  de  la  chute 
directe  par  l'action  perturbatrice  des  étoiles  voisines  et  dont  la  tra- 
jt^cloire  serait  devenue  circulaire  par  l'action  de  résistance  du 
milieu    (A.  Véronnet). 

L'évolution  ultérieure  montre  qu'une  planète  peut  tomber  finale- 
ment sur  l'astre  central,  d'où  l'origine  probable  des  étoiles  nouvelles, 
(uii  deviennent  ensuite  étoiles  nébuleuses.  La  pression  de  radiation, 
(jui  résulte  de  la  conflagration,  peut  chasser  au  loin  la  photosphère 
et  donner  une  étoile  géante.  La  fusion  avec  rotation  de  deux  amas 
détoiles  donnera  une  nébuleuse  spirale. 


CHÂPrriiE  Y. 

KQUILUmE    THERMODYNAMIQtE    DE    l'uNIVERS.    ÉVOLUTION. 

Le  travail  de  la  gravitation  produit  de  la  chaleur.  Cette  chaleur 
intervient  à  l'intérieur  des  étoiles  pour  déterminer  les  conditions  de 
leur  équilibre  physique.  Elle  intervient  à  l'extérieur  pour  déterminer 
leur  rayonnement.  Ce  rayonnement,  ces  conditions  physiques  sont 
déterminés  j)ar  des  lois  mathématiques,  aussi  simples  que  celle  de  la 
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gravltalion.  Aussi  les  noms  des  plus  <^rands  mathématiciens  sont-ils 
atlacliés  à  cette  étude  de  l'équilibre  thermodynamique  des  astres. 

30.  Équilibre  calorifique  du  Soleil  et  son  entretien.  Helmholtz.  — 
Son  rayonnement  a  lentement  diminué  depuis  les  périodes  géolo- 
giques. Une  élévation  de  température  de  |  suffit  pour  expliquer  la 
végétation  tropicale  dans  nos  contrées.  Aucune  réaction  chimique, 
ni  la  radioactivité,  ne  donneraient  un  rayonnement  aussi  long.  Les 
sources  tirées  de  la  relativité,  comme  la  transformation  de  la  masse  en 
énergie  (J.  Perrin),  sont  tout  à  fait  hypothétiques  et  ne  cadrent  pas 
avec  les  observations.  L'énergie  rayonnée  par  une  étoile  par  exemple 
devrait  être  proportionnelle  à  sa  masse. 

Robert  Mayer  explique  la  chaleur  du  Soleil  par  la  chute  de  parti- 
cules météoriques.  W.  Thomson  s'y  rallie,  puis  l'abandonne.  Le 
calcul  montre  que  l'accroissement  de  masse  du  Soleil  accroîtrait  le 
moyen  mouvement  des  planètes  de  quantités  incompatibles  avec  les 
observations. 

Helmholtz  montre  que  le  simple  travail  de  contraction  du  Soleil 
peut  dégager  une  chaleur  suffisante.  Les  formules  (7)  du  Chapitre 
précédent  donnent  l'énergie  potentielle,  ou  le  travail  total  dû  à  la 
contraction.  La  dilTérentiation  de  ces  formules  par  rapport  à  W  et  Pi 
montre  ([u'il  suffit  d'une  contraction  de  4o'"  par  an,  c'est-à-dire  tout 
à  fait  insensible,  pour  expliquer  le  rayonnement  actuel. 

Ces  formules  (7)  (la  seconde  donne  un  maximum,  H.  Poincaré, 
p.  202)  montrent  encore  que  l'énergie  totale  est  comprise  entre  i4 
et  24  millions  d'années  de  chaleur,  au  laux  actuel.  La  formation  du 
Soleil  en  étoile  rayonnante  ne  remonterait  pas  plus  haut.  De  plus,  le 
Soleil  était  autiefois  plus  gros  et  plus  chaud.  Le  calcul  en  seconde 
approximation  réduit  ces  nombres  à  i  ou  2  millions  d'années. 

Les  géologues  demandent  100  millions  d'années  pour  expliquer  la 
salure  des  mers,  d'après  H.  Joly,  et  près  d'un  milliard  pour  la  forma- 
tion des  couches  sédimentaires,  toujours  au  taux  actuel.  Si  l'on  tient 
compte  d'une  loi  de  Van't  Holî",  une  température  plus  élevée  donnait 
des  (quantités  d'eau  j)lus  grandes  (double  pour  une  élévation  de  10°), 
des  actions  physiques  et  chimiques  plus  rapides,  et  le  calcul  de 
seconde  approximation  réduit  égaleuient  ces  nouibres  à  quelques 
millions  d'années.  11  est  évident  d'ailleurs  que  ce  n'est  pas  une  ques- 
tion de  temps,  mais  de  travail  ou  d'énergie.  La  même  énergie,  cor- 
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rtispondant  à  20  millions  d'années  de  chaleur,  produira  beaucoup 
plus  de  travail,  si  elle  est  condensée  en  un  million  d'années,  que  si 
<"lle  est  dispersée  en  un  niilliaid. 

31.  Équilibre  calorifique  de  la  Terre  et  son  refroidissement.  Lord 
Kelvin.  —  Le  refroidissement  de  la  surface  de  la  Terre  est  le  même 
que  celui  du  mur  indéfini,  en  supposant  avec  lord  Kelvin  la  tem- 
pérature initiale  uniforme,  et  en  néi;lif;eant  la  courbure  de  la  Terre. 
La  température  au  temps  /  à  la  profondeur  x  est  donnée  par  la  for- 
mule aux  dérivées  partielles  de  Fourier: 

dt  dx^  dx         ^^i-t 

donne  le  degré  géothermique,  T^  étant  la  température  initiale  ou 
centrale.  Le  coefficient  k  dépend  de  la  conductibilité  de  la  surface  et 
(le  sa  chaleur  spécifique. 

En  faisant  x  =  o  dans  la  seconde  formule,  on  obtient  le  temps  / 
écoulé  depuis  l'origine  du  refroidissement,  en  fonction  de  T,,,  de  A"  et 
du  degré  géothermique,  k  peut  varier  de  0,1 4  à  o,oo4  et  le  temps 
de  2f)oooo  ans  à  800  millions,  avec  moyenne  probable  de  9  millions. 
Vax  tout  cas  le  refroidissement  n'aurait  pas  pénétré  sensiblement  à 
plus  de  40"'".  L'état  calorifique  de  la  Terre  serait,  dans  l'ensemble, 
1res  voisin  de  l'état  initial. 

Si  l'on  admet  qu'il  est  voisin  de  l'état  final,  il  faut  tenir  compte  de 
la  courbure  des  couches,  dans  l'équation  de  Fourier.  La  température 
différerait  peu  de  raccroissement  linéaire  avec  la  profondeur  et  attein- 
drait 170000"  au  centre.  L'origine  remonterait  alors  à  quelques  cen- 
taines de  milliards  d'années  (Poincaré,  p.  2i4  et  216).  Il  est  certain 
que  la  température  intérieure  de  la  Terre  ne  peut  pas  atteindre  ces 
chiflres  et  que  son  état  interne  actuel  est  beaucoup  plus  voisin  de 
l'état  initial  que  de  l'état  final.  Le  gradient  de  température  à  la  sur- 
face devrait  être  ^3  fois  plus  petit  qu'actuellement  pour  un  état 
voisin  de  l'état  final  et  une  température  de  2000". 

3'2.  Équilibre  adiaba tique  d'une  étoile.  Cas  d'un  gaz  parfait.  Lane 
et  Lord  Kelvin.     -  La  formule  des  gaz  parfaits 

(  i  )  fji  /^  =  R  p  T  i;l  (/p  =  —  g  p  dr, 

celle  de  l'équilibre  hvdrostatique,  établissent  deux  relations  entre  la 
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pression,  la  température  et  la  densité  p  (poids  moléculaire  jjl).  Il  faut 
une  troisième  relation,  qui  sera  nécessairement  hypothétique.  H.  Lane 
a  inlroduil  l'hypothèse  de  l'équilibre  adiabatique,  qui  serait  produit 
par  les  courants  de  convection,  et  il  a  adopté  la  formule  correspon- 
dante, qui  contient  le  rapport  des  deux  capacités  calorifiques,  e. 
On  a 

(3)  p  =  kp^         et  _^_£Jf_^. 


Cette  dernière  formule  donne  la  variation  de  température  avec  la 
profondeur,  qui  varie  seulement  avec  g.  Lane  aboutit  à  une  intégrale 
qu'il  développe  en  série.  W.  Thomson  s'occupe  à  son  tour  du  pro- 
blème et  ramène  sa  solution  à  celle  d'une  équation  différentielle,  qui 
permet  déjà  des  résultats  généraux  intéressants.  J.-J.  Sce,  Emden 
reprennent  la  question  et  complètent  les  calculs  numériques. 

Ces  calculs  exigent  pour  l'équilibre  du  Soleil  des  températures 
centrales  de  lo  à  20  millions  de  degrés,  qui  paraissent  ne  plus  avoir 
de  sens  physique.  De  plus,  l'équilibre  adiabatique  aboutirait  à  zéro 
degré  à  la  surface  et  l'on  n'a  pas  essayé  de  définir  les  conditions 
d'équilibre  des  couches  superficielles,  qui  nous  intéressent  le  plus. 

33.  Équilibre  radiatif  d'une  étoile.  Schwarzschild,  Eddington.  — 
Eddington  introduit  l'hypolhèse  que  le  rayonnement  extérieur  d'une 
étoile  est  entretenu  complètement  |)ar  le  rayonnement  de  proche  en 
proche  des  couches  intérieures,  sans  aucun  courant  de  convection. 
Il  applique  à  l'intérieur  d'une  étoile  les  formules  calculées  par 
Schwarzschild  pour  l'équilibre  radiatif  d'une  atmosphère.  Elles 
donnent  la  troisième  relation  entre  p,  p,  T.  On  retombe  sur  le  pro- 
blème précédent  de  l'équilibre  adiabatique,  dans  le  cas  où  le  rap- 
port des  chaleurs  spécifiques  serait  -•  On  a  les  mêmes  formules  et  les 
mêmes  résultats. 

Eddington  ajoute  accessoirement  la  considération  de  la  pression 
de  radiation,  qui  diminue  la  pesanteur  des  couches,  mais  ne  joue 
qu'un  rôle  Insignifiant  dans  les  étoiles  naines  ou  normales,  comme 
le  Soleil.  Pour  ces  dernières  il  introduit  la  loi  des  gaz  réels,  mais  en 
ramenant  les  formules  à  celles  des  gaz  parfaits.  11  reconnaît  lui-même 
que  les  formules  déduites  ne  s'appliquent  pas  aux  couches  superfi- 
cielles, ni  même  à  l'évolution  des  astres,  car  il  introduit  la  chaleur 
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régénérée  par  la  masse  pour  entretenir  le  rayonnement  et  rien  ici  ne 
détermine  la  variation  de  cette  chaleur.  Aussi  les  formules,  relations 
entre  la  masse,  la  température,  etc.,  sont-elles  indépendantes  du 
temps.  C'est  un  équilibre  absolu.  Chapman  montre  que  ces  formules 
ne  s'appliquent  plus  du  tout  pour  le  mélange  de  deux  gaz  de  poids 
moléculaires  différents. 

J'ai  démontré  que  l'équilibre  radiatif  était  d'ailleurs  impossible. 
L'augmenlation  de  température  serait  telle  que  la  densité  finirait 
par  décroître.  Les  couches  intérieures  remonteraient  à  la  surface. 
{C.  /?.,  igaS).- 

34.  Équilibre  thermodynamique  dans  le  cas  d'un  gaz  réel.  A.  Vé- 
ronnet.  —  La  formule  des  gaz  parfaits  est  inapplicable  à  partir  de 
quelques  milliers  d'atmosphères  et  dans  les  astres  c'est  par  millions 
et  milliards  d'atmosphères  qu'il  faut  compter.  Il  faut  prendre  les  for- 
mules plus  complètes  des  gaz  réels. 

Les  démonstrations  mathématiques  de  la  loi  des  gaz  introduisent 
toutes  une  densité  limite  poi  ^cs  laquelle  tend  la  densité  du  gaz  aux 
très  hautes  pressions  et  qui  dépend  seulement  de  la  température.  On 
a  la  formule 

\P         po/         I^ 

Il  faut  également  une  troisième  relation.  Mais  il  est  arbitraire  de 
déterminer  a  priori Vi'spèce  d'équilibre,  qui  doit  être  réalisée  dans  les 
astres.  Il  faut  les  étudier  successivement,  déterminer  des  cas  limites 
entre  lesquels  la  réalité  sera  sûrement  comprise.  Ces  cas  limites  sont 
l'équilibre  isothermique,  où  l'accroissement  de  densité  est  maximum 
elle  cas  de  densité  uniforme,  où  l'accroissemeat  de  température  est 
maximum.  L'équilibre  adiabalique  est  un  équilibre  moyen,  compris 
entre  les  deux.  J'ai  fait  l'étude  de  ces  différents  cas  et  de  leurs  appli- 
cations. 

Dans  le  cas  de  l'équibre  isothermique,  en  prenant  les  dérivées  par 
rapport  à  /•,  éliminant  p  dans  (4)  et  (2'),  on  a 

(5)  P::i-  =  PZ!::Lll  +  £Z, 

p         p     «-P        ê- 

avec  p(,=  1.  Cette  formule  montre  qu'il  y  a  toujours  un  point  d'in- 
flexion dans  la  courbe  des  densités,  qu'il  y  a  toujours  un  noyau  plus 
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condensé  dans  une  masse  gazeuse  en  équilibre  isothex'niique.  Poui- 
la  grande  majorité  des  astres,  depuis  des  masses  looo  fois  plus 
petites  que  le  Soleil,  ou  d'un  volume  looo  fois  plus  grand,  la  densité 
moyenne  de  ce  nojau  est  plus  grande  que  la  moitié  de  la  densité 
limite  du  gaz.  Le  point  d'inflexion  est  alors  très  voisin  de  la  couche, 
où  la  densité  égale  le  tiers  de  la  densité  limite.  Pour  le  Soleil  elles 
étoiles  analogues,  la  variation  est  extrêmement  brusque.  La  densité 
croît  de  o,i  à  o,y  sur  quelques  kilomètres  seulement.  On  a  un  véri- 
table seuil,  qui  délimite  nettement  l'atmosphère,  et  un  noyau  sensi- 
blement homogène. 

Dans  le  cas  d'un  mélange  de  gaz,  le  noyau  reste  encore  sensible- 
ment homogène,  mais  les  gaz  s'échelonnent  dans  l'atmosphère  par 
ordre  de  densité.  On  peut  déterminer  mathématiquement  la  hauteur, 
où  chacun  d'eux  s'élève  et  la  limite  de  l'atmosphère  extérieure, 
comme  celle  du  noyau.  Les  différentes  apparences  spectrales  peuvent 
se  déduire  de  cette  répartition  avec  la  température. 

Dans  l'hypothèse  d'une  densité  uniforme,  le  calcul  montre  que  la 
température  centrale  ne  peut  pas  dépasser  le  triple  et  pratiquement 
le  double  de  la  température  à  la  surface  du  noyau,  dans  le  cas  précé- 
dent. C'est  un  maximum.  On  en  conclut  que  les  conditions  physiques 
à  l'intérieur  des  étoiles  ne  peuvent  pas  être  très  différentes  des  condi- 
tions connues  à  la  surface. 

On  démontre  encore  que,  dans  le  cas  d'une  dilatation  homogèni', 
une  couche  quelconque  passe  par  un  maximum  de  température,  quand 
sa  densité  atteint  le  quart  de  la  densité  limite  du  gaz.  Ceci  permet  de 
déterminer  l'évolution  complète  d'une  masse  gazeuse,  supposée  eu 
équilibre  thermodynamique,  depuis  l'état  de  nébuleuse  dilatée  et 
froide  jusqu'à  celui  d'étoile  condensée  et  déjà  refroidie,  en  passant 
par  un  maximum  de  température  qui  serait  de  l'ordre  de  5o  millions 
de  degrés,  pour  une  étoile  analogue  au  Soleil.  On  aurait  bien  là 
l'évolution  d'une  étoile  d'après  le  cycle  classique  deN.  Lockyer,  dans 
le  cas  d'une  masse  isolée  (problème  cosmogonique  restreint).  Mais 
l'équilibre  physique  n'a  pu  être  réalisé  qu'au  voisinage  de  l'état  actuel. 
Une  température  beaucoup  plus  élevée  aurait  rendu  tout  état  d'équi- 
libre impossible,  ou  aurait  été  même  impossible  à  réaliser. 

Dans  l'hypothèse  de  l'équilibre  adiabatique  on  trouve,  pour  la 
variation  des  densités,  et  pour  la  variation  des  températures,  des  for- 
mules intermédiaires  entre  celles  des  deux  cas  précédents.  On  trouve 
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lin  noyau,  sensiblement  homogène,  à  température  sensiblement 
uniforme,  où  la  variation  brusque  entre  l'atmospliére  et  le  noyau  est 
du  même  ordre  que  précédemment.  C'est  le  cas  général. 

35.  Température  d'équilibre  dans  la  formation  d'un  astre.  —  Les 
couches  successives,  qui  s'incorporent  à  la  masse  m  déjà  formée, 
transforment  leur  force  vive  en  chaleur.  L'équilibre  de  température 
s'établit  quand  la  chaleur  rayonnée  (loi  de  Stefan)  est  égale  à  la  cha- 
leur acquise.  On  obtient  les  formules 

(6)  -T- =     . —  nT"         et         ;=-/il— ., 

(7  est  le  coefficient  de  Stefan,/  celui  de  la  gravitation,  m  la  masse 
contenue  dans  la  sphère  de  rayon  /•,  et  M  la  masse  totale.  La  seconde 
formule  donne  le  temps  de  formation  total  dans  le  cas  d'une  densité 
et  d'une  température  uniformes.  Pour  les  autres  cas,  le  coefficient 
seul  est  modifié  et  reste  du  même  ordre.  Le  temps  i  et  la  tempéra- 
ture T  varient  en  sens  inverse  et  se  limitent  étroitement.  En  donnant 
au  Soleil  sa  température  actuelle  comme  température  de  formation 
(minimum),  le  temps  exigé  pour  cette  formation  serait  de  8o  millions 
d'années  (maximum).  Pourque  sa  température  ail  atteint  le  triple  de 
la  température  actuelle,  il  aurait  fallu  qu'il  se  forme  en  i  million 
d'années  seulement.  Les  conditions  physiques  d'éc|uilibre  des  étoiles 
depuis  l'origine  n'ont  pas  dû  être  très  différentes  des  conditions 
actuelles. 

Les  mêmes  formules  permettent  de  déterminer  la  température  de 
chaque  couche  dans  la  formation  normale  du  Chapitre  précédent.  Il 
y  a  un  maximum  de  température,  après  lequel  on  |)eut  ccmsidcrer 
que  la  formation  de  l'astre  est  terminée  et  que  son  évolution  com- 
mence (A.  Véronnet). 

36.  Sens  de  la  variation  de  la  température  d'équilibre.  Sens  de 
l'évolution.  —  Dans  une  masse  gazeuse,  qui  se  dilate  ou  se  contracte, 
la  loi  de  l'équilibre  restant  la  même,  on  a,  dans  le  cas  des  gaz  par- 
faits (H.  Lane,  Poincaré,  p.  222), 

(7)  rT:-consl.,         rfQ  =  (4c-3C)c?T. 

La  température  varie  en  raison  inverse  du  rayon.  La  parenthèse  est 
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négative  pour  les  gaz  mono  et  biatomiques.  La  température  augmente, 
quand  la  masse  rayonne  et  perd  de  la  chaleur,  <iQ  <  o.  La  masse 
s'échaufle  et  se  contracte  indéfiniment.  La  parenthèse  est  positive  au 
contraire  pour  les  molécules  plus  condensées.  La  masse  se  refroidi- 
rait et  se  dilaterait  en  rayonnant,  arrivant  très  vite  au  zéro  absolu, 
ou  à  la  température  de  l'espace. 

Avec  la  loi  des  gaz  réels,  on  obtient 

Dans  l'atmosphère,  pour  les  faibles  densités,  on  a  les  mêmes  résultats 
que  pour  les  gaz  parfaits.  Partout  où  la  densité  dépasse  le  quart  de  la 
densité  limite  du  gaz,  la  chaleur  spécifique  est  positive.  On  en 
conclut  que  la  masse  presque  entière  se  refroidit  et  se  contracte  en 
rayonnant  de  la  chaleur.  C'est  l'évolution  normale  des  étoiles,  qui  se 
comporteront,  pratiquement,  comme  des  liquides. 

On  peut  alors  relier  le  rayon  à  la  température  par  une  loi  de  dila- 
tation et  déterminer  révolution  totale  et  ses  phases,  au  moyen  de  la 
loi  du  rayonnement  de  Stefan.  La  chute  de  température,  rapide  au 
début,  devient  excessivement  lente.  Pour  le  Soleil,  elle  mettra  plus 
de  lo  millions  d'années  pour  baisser  de  moitié.  Elle  n'aurait  mis 
qu'un  million  d'années  pour  tomber  d'une  température  quelconque  à 
la  température  actuelle.  Le  refroidissement  corrélatif  de  la  Terre 
serait  de  5"  en  looooo  ans. 

En  admettant  le  même  temps  de  formation  et  d'évolution  pour 
toutes  les  étoiles  depuis  l'origine,  la  température  est  reliée  à  la  masse 
et  au  rayon  par  les  formules 

(9)  T5  =  A:M,         T^'=k'H, 

k  et  k'  étant  des  constantes.  Ces  formules  de  première  approximation_, 
qui  englobent  à  la  fois  le  temps  de  formation  et  le  temps  d'évolution, 
se  trouvent  assez  bien  vérifiées  par  les  différentes  classes  spectrales. 

Chaque  étoile  serait  restée  les  |  de  son  existence  sensiblement  dans 
la  même  classe  spectrale,  sauf  accident,  comme  pour  les  étoiles  nou- 
velles. 

D'ailleurs  en  remontant  l'ordre  des  tenqiératures,  il  apparaît  une 
température  critique^  au  delà  de  laquelle  la  pression  de  radiation 
chasse  les  particules  de  la  photosphère,  au  delà  de  l'atmosphère  nor- 
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luale,  liaiiï.  une  atinosphcie  d'électrons  libres,  pour  constituer  une 
<'nveloppe  extérieure,  à  température  plus  basse  et  à  grand  rajon. 
Dans  ces  étoiles  gcanles,  l'enveloppe  extérieure  se  contracte  en  aug- 
inentanl  de  température  jusqu'à  ce  qu'elle  ait  rencontré  le  nojau  de 
l'étoile  centrale.  A  partir  de  là  (maximum),  la  température  décroît 
normalement,  avec  la  contraction.  C'est  le  cycle  d'évolution  de 
N.  liOckjer  et  Russell. 

37.  La  dégradation  de  l'énergie  et  la  mort  de  l'Univers.  Arrhénius. 
La  concentration  de  l'énergie  et  la  vie  éternelle  de  l'Univers.  —  La 
loi  du  rayonnement  de  Stefan  permet  de  déterminer  la  température 
de  la  Terre  d'après  celle  du  Soleil.  Elles  sont  proportionnelles.  L'ob- 
servation vérifie  le  calcul.  On  en  conclut  que  la  Terre  transportée  à 
la  distance  de  Mars  serait  glacée. 

Le  Soleil  se  refroidit  et  la  Terre  fera  de  même,  à  moins  qu'elle  ne 
s'en  rapproche  assez  vite,  par  suite  de  la  résistance  du  milieu.  Dans 
les  étoiles  le  travail  de  la  contraction  se  transforme  en  chaleur,  qui  se 
disperse.  Le  principe  de  la  dégradation  de  l'énergie  conduit  à  la  mort 
de  l'Univers.  Pour  j  échapper,  Arrhénius  a  inventé  des  mécanismes 
qui  jouent  le  rôle  du  démon  de  Maxwell  et  utilisent  mieux  l'énergie, 
en  la  transportant  des  étoiles  aux  nébuleuses,  lesquelles  se  trans- 
forment en  étoiles  et  ainsi  de  suite.  Mais  il  suffit  qu'il  j  ait  un  seul 
phénomène  irréversible,  pour  que  la  dégradation  se  poursuive  indé- 
liniment. 

Dans  un  univers  infini  cela  peut  demander  un  temps  infini.  La 
dégradation  peut  se  poursuivre  asjmptotiquement,  comme  elle  a  pu 
s'établir  asymptotiquement  à  l'origine.  Nous  serions  entre  deux  infinis 
de  temps. 

D'ailleurs,  l'évolution  cosmique  est  à  peine  commencée.  Si  la  con- 
densation des  étoiles  est  à  peu  près  achevée,  celle  des  amas  d'étoiles 
s'ébauche  à  peine.  Celle  des  étoiles  a  demandé  des  millions  d'années, 
celle  des  amas  demandera  des  milliards  et  plus.  Toutes  les  étoiles 
d'un  amas  finiront  par  former  un  seul  astre,  dont  l'évolution  sera 
Incommensurablement  plus  longue  que  celle  d'une  étoile.  La  vie  de 
notre  planète  ne  sera  qu'une  seconde  au  regard  de  la  vie  de  ces  Terres 
nouvelles,  dont  notre  Terre  d'ailleurs  pourra  faire  partie. 

Les  amas  d'amas  et  les  Voies  Lactées  se  condenseront  à  leur  tour  el 
ainsi  de  suite  indéfiniment.  Si  les  centres  de  chaleur  et  de  lumière 
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deviennent  de  moins  en  moins  nombreux,  ils  deviendront  aussi  de 
plus  en  plus  puissants,  et  sans  cesse  ainsi  l'Univers  reprendra  une 
nouvelle  vie,  agglomérant  les  débris  des  vieux  mondes  qui  paraîtront 
morts,  reformant  de  nouveaux  organismes  avec  des  cellules  usées, 
pour  permettre  une  nouvelle  phase  de  l'évolution. 

Après  les  électrons,  ce  sont  les  atomes  qui  apparaissent,  après  les 
atomes  ce  sont  les  étoiles,  après  les  étoiles  les  Voies  Lactées.  D'un 
autre  côté,  après  la  matière,  c'est  la  vie,  après  la  vie  c'est  la  pensée 
qui  apparaît.  La  loi  de  la  gravitation  permet  d'entrevoir  où  et  dans 
quel  sens  évoluera  la  matière,  non  pas  vers  la  mort,  mais  vers  la  vie. 
Aucune  loi  de  l'esprit  ne  permet  au  penseur  d'entrevoir  dans  quel 
sens  évoluera  éternellement  la  vie,'  et  la  pensée,  (^onl  l'homme  n'est 
encore  qu'une  faibh-  ébauche. 
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